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AVERTISSEMENT. 


Le  lecteur  qui  connaît  la  cinématique  du  point,  de  la  droite 
et  du  plan,  peut  passer  immédiatement  à  la  deuxième  partie 
de  ce  travail  et  aborder  directement  l'exposé  du  calcul  diffé- 
rentiel. S'il  concevait  des  doutes  sur  la  légitimité  des  prin- 
cipes fondamentaux,  pris  pour  point  de  départ,  il  devrait  se 
l'cporler  à  la  première  parne  et  chercher  les  éclaircissements 
nécessaires  soit  au  début ,  soit  dans  le  chapitre  VIII. 

Le  lecteur  qui  ne  possède  aucune  notion  de  cinématique 
et  qui  veut  abréger,  peut  se  borner  à  l'étude  du  mouvement 
d'un  point  et  d'une  droite  dans  un  plan.  Les  notions  dont  il 
a  besoin  pour  aborder  le  calcul  différentiel  sont  exposées  dans 
les  trois  premiers  chapitres,  ou  plus  simplement  encore  dans 
les  n"'  54,  3o,  oG,  57  et  58  du  chapitre  VIII. 

En  général,  on  jugera  préférable  de  s'appuyer  uniquement 
sur  les  notions  les  plus  élémentaires.  En  ce  cas,  il  faut,  dans 
la  deuxième  partie,  passer  du  n"  9  aux  n"'  58,  59,  40,  re- 
venir au  n"  12,  et  poursuivre  en  supj)rimant  les  n"'  27,  28, 
55,  54,  5o  et  57.  Cette  façon  de  procéder  est  celle  qui 
permet  d'atteindre  le  but  proposé  le  plus  vite  possible  et  le 
j)lus  simplement;  une  première  lecture,  ainsi  faite,  offre  l'avan- 
tage de  mettre  en  plus  grande  évidence  l'extrême  facilité  de 


la  méthode  adoptée  pour  rexpositioii  du  calcul  dilVéreiitiel. 
En  lisant  le  tout,  on  voit  mieux  combien  sont  variées  les  res- 
sources dont  on  dispose  pour  les  dilTérents  cas. d'application. 
Les  n"'  35,  54  et  35  de  la  deuxième  partie  sont  les  seuls 
cjui  puissent  offrir  quelque  ditiiculté  ou  du  moins  ralentir  la 
marche.  On  ne  perdra  point  de  vue  qu'on  peut  les  supprimer 
en  y  suppléant  par  les  n"'  58  et  59. 


INTRODUCTION  '. 


La  ('iiK-inaliciiio  du  point  cl  <lo  la  droite  se  réduisant  à  un  petit 
nombre  de  notions  qui  l'ont  partie  de  lenseii^nenienl  élémentaire, 
ou  qu'on  peiif  y  introduire  sans  aucune  diflîculté,  il  nous  a  paru 
quil  y  aurait  uti  grand  avantage  à  r^miencr  à  ces  notions  si  sim- 
ples et  toutes  géométriques  l'exposé  complet  du  calcul  différentiel 
et  intégral. 

Tel  est  l'objet  que  nous  nous  proposons  dans  le  présent  ouvrage. 

La  première  partie  comprend  la  cinématique  du  point,  de  la 
droite  et  du  plan.  Considérée  en  elle-même  et  détacbée  des  autres 
parties,  nous  pensons  qu'elle  remplit  les  conditions  voulues  d"un 
traité  élémentaire  assez  complet  pour  satisfaire  à  toutes  les  exi- 
gences. Considérée  au  point  de  vue  plus  restreint  des  principes 
qu'il  s'agit  d'établir  comme  base  du  calcul  différentiel  et  intégral, 
elle  pourrait  se  réduire  à  quelques  lignes,  où  l'on  définirait  avec 
précision  ce  qu'on  doit  entendre  par  l'état  de  mouvement  d'un 
point  dans  l'espace  et  par  celui  d'une  droite  dans  un  plan.  En  la 
développant  comme  nous  l'avons  fait;  en  détaillant  dans  les  sept 
premiers  cliapitrcs  une  suite  de  propositions  que  les  procédés 
suivis  dans  le  chapitre  VIII  permettent  d'exposer  en  quelques 
pages,  et  dont  on  peut  d'ailleurs  supprimer  sans  inconvénient  le 
plus  grand  nombre,  nous  avons  voulu  prévenir  les  objections 
qu'on  serait  conduit  à  nous  opposer  et  que  les  notions  généra  le - 

*  Lp  leclonr  est  prié  rli' liiv  (vllo  iulro'liirtion. 
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ment  admises  en  einématlque  ne  suffiraient  pas  à  résoudre  sans 
quelque  effort  de  la  part  du  lecteur.  Nous  avons  aussi  voulu  poser 
les  fondements  d'une  théorie  nouvelle,  purement  géométrique  et 
offrant  par  elle-même  toutes.les  ressources  dont  on  a  besoin  pour 
certaines  applications  réservées  jusqu'ici  au  domaine  de  l'analyse 
infinitésimale.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  se  fondant  sur 
cette  théorie  et  laissant  à  l'écart  toute  notion  de  calcul  différen- 
tiel, toute  intervention  d'infiniment  petits,  tout  recours  à  la  mé- 
thode des  limites,  on  peut  aborder  directement  les  questions 
relatives  à  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces. 

Les  développements  donnés  à  cette  partie  de  notre  travail  ont 
encore  une  autre  utilité  :  c'est  de  fournir  des  moyens  de  solution 
variés  et  nombreux,  susceptibles  de  se  suppléer  les  uns  les  autres 
et  de  féconder  le  champ  ouvert  aux  investigations.  Toutefois, 
comme  ils  ne  sont  point  nécessaires  à  l'exposé  des  règles  établies 
dans  la  deuxième  partie,  ni  même  à  la  solution  directe  des  ques- 
tions qui  concernent  la  courbure  ou  d'autres  sujets  analogues,  le 
lecteur  peut  se  tenir  exclusivement  aux  premiers  éléments  de  la 
cinématique.  Lorsqu'on  sait  d'avance,  d'une  manière  bien  précise 
et  bien  nette,  en  quoi  consistent  la  vitesse  d'un  point  et  l'état  de 
mouvement  d'une  droite  dans  un  plan,  on  peut  passer  outre  sans 
s'arrêter  à  la  première  partie.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut,  avant 
tout,  s'initier  à  ces  deux  notions  fondamentales  et  se  familiariser 
avec  elles  par  l'étude  des  chapitres  I.  II,  III,  ou  plus  simplement 
encore  des  cinq  premiers  numéros  du  chapitre  VIII.  Cela  fait,  on 
est  immédiatement  à  même  de  lire  avec  fruit  l'exposé  du  calcul 
différentiel  et  d'en  saisir  toutes  les  conséquences. 

L'idée  de  recourir  à  la  cinématique  pour  fonder  sur  la  géomé- 
trie l'analyse  transcendante,  n'est  pas  entièrement  nouvelle.  Déjà 
vers  le  milieu  du  dix-septième  siècle,  la  cinématique  du  point 
fournissait  à  Roberval  une  méthode  des  tangentes  non  moins 
remarquable  par  son  élégance  que  par  sa  simplicité.  Quelque 
temps  après.  Newton  s'appuyait  sur  cette  même  cinématique 
pour  définir  les  fluxions,  généralisant  par  cela  seul  la  méthode  de 
Roberval,  créant  du  même  coup  le  calcul  différentiel  tout  entier, 
et  ouvrant  ainsi  la  voie  parcourue  successivement  par  plusieurs 
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géomètres ,  au  nombre  desquels  nous  citerons  en  particulier  Ma- 
claurin  et  Thomas  Simpson.  En  s'arrètant  à  la  einémalifiue  du 
point,  comme  l'ont  fait  nos  devanciers,  on  laisse  subsister  un 
obstacle  invincible  à  la  construction  d'une  méthode  purement 
rationnelle, entièrement  dégagée  de  la  considération  des  limites, 
et  susceptible  d'olTrir  les  mêmes  facilités  que  la  méthode  infinité- 
simale. Cet  obstacle  disparaît  lorsqu'on  fait  intervenir  la  cinéma- 
tique de  la  droite  et  que,  prenant  pour  base  notre  conception 
relative  à  la  courbe,  on  développe  tout  ce  que  renferme  en  soi  la 
définition  suivante  : 

La  coîirhe  est  la  trace  iVun  pohit  qui  se  meut  sur  une  droite 
mobile,  le  point  glissant  sur  la  droite  et  la  droite  tournant  au- 
tour du  point,  tous  deux  incessamment. 

De  là  résulte  une  série  d'applications  qui  nous  ont  permis 
d'étendre  à  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces  ce  qu'on  avait 
fait  pour  les  touchantes  aux  courbes,  c'est-à-dire  de  créer,  pour 
les  contacts  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs,  une  théorie 
géométrique  analogue  à  eelle  de  Robcrval  pour  les  contacts  du 
premier  ordre.  Telle  est  la  puissance  et  la  fécondité  de  cette 
théorie  que,  par  elle,  et  sans  autre  secours  que  celui  des  notions 
les  plus  élémentaires,  nous  avons  pu  aborder  et  résoudre  toutes 
les  questions  générales  et  particulières  qui  se  rapportent  à  la 
courbure  dans  les  traités  de  calcul  différentiel  et  d'analyse  infini- 
tésimale. Nous  croyons  avoir  fait  quelque  chose  d'utile  en  mettant 
ainsi  à  la  portée  des  commençants  des  questions  qui  semblaient 
leur  être  interdites,  et,  surtout,  en  leur  offrant,  comme  moyens 
de  solution,  les  procédés  simples  et  rigoureux  de  la  géométrie.  Quoi 
qu'il  en  soit,  une  objection  se  présente  :  elle  consiste  en  ce  que  la 
marche  à  suivre  exige,  en  chaque  cas,  une  définition  géométrique, 
et,  en  outre,  un  certain  effort  d'invention  pour  tirer  des  don- 
nées qu'on  possède  le  parti  convenable.  En  vain  multiplie-t-on  les 
exemples  :  tout  cas  nouveau  se  résout  en  un  problème  particulier 
de  géométrie,  et  la  construction  cherchée  ne  s'offre  pas  toujours 
d'elle-même. 

Le  travail  que  nous  publions  aujourd'hui   ne  laisse  rien  sub- 
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sistcr  (le  l'ohjoction  précédente  :  ce  sont  les  règles  mêmes  du  calcul 
différentiel  et  intégral  qu'il  dégage  des  élénicnts  delà  géométrie, 
réunissant  ainsi  aux  ressources  dont  nous  disposions  déjà  toutes 
les  ressources  connues  de  l'analyse  transcendante. 

On  sait  combien  la  simple  définition  d'une  différentielle  pro- 
prement dite  présente  en  général  de  difficulté.  Dans  notre  mé- 
thode, comme  dans  celle  quc'Maclaurin  a  pris  à  tck-lie  de  déve- 
lopper, la  définition  de  la  différentielle  peut  se  donner  à  priori 
sans  offrir  rien  dobscur  ou  de  compliqué.  Maclaurin  débute  par 
la  remarque  suivanîe  : 

'(  En  général  toutes  les  quantités  de  même  espèce  (lorsqu'on 
»  considère  seulement  leur  grandeur)  peuvent  être  représentées 
»  par  des  lignes  droites  qui  sont  supposées  être  toujours  entre 
"  elles  en  même  raison  que  ces  quantités.  De  même,  dans  cette 
»  méthode,  nous  pourrons  représenter  les  quantités  de  même 
»  espèce  par  des  lignes  droites  et  les  vitesses  des  mouvements  qui 
11  sont  censés  les  j)roduire  par  les  vitesses  des  points  qui  se  meu- 
)'   vent  sur  ces  lignes  droites  '.  >« 

Reprenons  cette  remar(pie  en  lui  donnant  toute  lextension 
qu'elle  comporte,  et  supprimant  ce  qui  la  restreint  ou  l'embar- 
rasse. Nous  dirons  : 

Toute  grandeur  a  pour  équivalent  numérique  une  portion  de 
droite  composée  avec  l'unité  linéaire  comme  la  grandeur  donnée 
se  compose  avec  son  unité  propre.  Lorsque  la  grandeur  donnée 
est  incessamment  variable,  le  point,  qui  limite  la  longueur  sub- 
stituée à  cette  grandeur  comme  équivalent  numérique,  glisse  con- 
tinûment sur  la  droite  qu'il  décrit.  Cela  posé,  on  a  la  définition 
suivante  : 

La  différentielle  d.^une  grandeur  quelconcpie  incessamment  int- 
riable  e.st  la  vilesse  du  point  qui  déeril  le  seg^nenl  de  droite  subsli- 
tuè  comme  équivalent  numérique  à  cette  même  (jrandeur-. 

En  s'arrêtanl  à  ce  premier  aperçu,  on  peut  déjà  pressentir  wna 

1  Traité  des  ftiixions  de  Maclaurin,  traduit  par  le  U.  P.  Pozenas,  page  7. 

2  II  est  sous-piitciidii  que  ce  sei^niont  de  droite  est  limité  à  une  extrémité 
par  \m  point  tixe  ,  à  l'nutre  j.av  le  point  mohile  ffue  l'on  eonsidère. 
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rorfainc  ilifTéiciico  ciUre  los  deux  iiK-tliodos  qno  nous  nicllon-^  ici 
ou  parallèle.  Celte  dilTéreiiec  s'aeeuse  de  plus  en  plus  à  niesiiro 
qu'on  avance  dans  les  applications.  Toulelois,  c'est  par  le  déve- 
loppement de  ridée  mère  renfermée  dans  notre  définition  de  la 
eourhe  qu'elle  se  caractérise  avec  toute  son  iin[)or!aiice.  Machuuin 
donne  les  définitions  suivantes  de  la  tangenle  en  un  [)oint  d  une 
courbe  et  de  la  courbure  en  ce  même  point  : 

«  lue  droite  est  tangente  à  une  courbe,  lorscju'elle  touche  la 
»  courbe  si  exactement  qu'on. ne  j)eut  mener  aucune  droite  par  le 
»  i)oint  d'attouchement  entre  elle  et  la  courbe  '.  » 

«  Comme  de  toutes  les  droites  que  l'on  peut  mener  par  un 
»  point  d'un  arc,  celle-là  seule  est  tangente  (pii  le  touche  si  j)ré- 
»  cisément  qu'on  ne  peut  pas  mener  une  autre  droite  entre  elle 
))  et  cet  arc;  ainsi  de  tous  les  cercles  qui  touchent  une  courbe 
»  dans  un  point  donné,  celui-là  est  dit  avoir  la  même  couibure 
))  que  cet  arc,  lequel  le  touche  si  exactement  qu'on  ne  peut  dé- 
»  crire  aucun  cercle  entre  eux  par  le  point  d'attouchement,  tous 
»  les  autres  cercles  passant  en  dessus  ou  en  dessous-.  » 

C'est  d'ailleurs  en  s'appuyant  sur  ces  définitions  que  3Iaclaurin 
procède  i)our  déterminer  la  tangente  et  le  cercle  de  courbure, 
autrement  dit  le  cercle  osculateur. 

Les  définitions  que  nous  venons  de  rappeler  accusent  certaines 
propriétés  caractéristicpics  de  la  tangente  et  du  cercle  osculateur. 
Elles  ne  font  point  connaître  le  raj)port  qui  s'établit  entre  ces 
lignes  et  la  courbe  dans  leur  génération  simultanée. Pour  nous,  qui 
désignons  sous  le  nom  de  lUreclrice  la  droite  mobile  mentionnée 
dans  notre  définition  de  la  courhe,  lu  tatigeiite  est  la  directrice 
l'ii  point  décrivant,  c'est-à-dire  la  droite  suivant  laquelle  est 
dirigée  la  vitesse  de  ce  point;  la  courbure  est  celle  du  cercle  oit 
subsiste,  d'une  manière  constante,  le  rapport  établi  entre  la 
vitesse  actuelle  du  point  décrivant  et  la  vitesse  angulaire  simul- 
tanée de  la  di)ectrice.  Que  îa  vitesse  du  point  décrivant  conserve, 
à  partir  d'un  instant  quelconque,  la  direction  (]u"elle  afi'ecte  à  ce 

^   Trai.tcdcs  flii.rions  de  }[arlain-in  .  trai'iiil  pnr  le  R.  P.  Pez(Mias,  p.  120. 
-  Ilildrm.  p.  2iO. 
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mcmc  instant;  le  point  décrivant  cesse  de  décrire  la  conrbe  pour 
décrire  la  tangente.  Que  le  point  décrivant  et  la  directrice  de  ce 
point  persistent  tous  deux,  l'un  à  glisser  sur  la  directrice,  l'autre 
à  tourner  autour  du  point  décrivant,  comme  ils  le  font  à  un  instant 
quelconque  déterminé;  à  partir  de  ce  même  instant,  le  point  dé- 
crivant cesse  de  décrire  la  courbe  pour  décrire  le  cercle  oscula- 
teur.  En  chaque  point  d'une  courbe,  il  y  a  sur  la  courbe  direction 
et  courbure  :  le  cercle  osculateur  est  le  type  sensible  de  la  cour- 
bure, comme  la  tangente  l'est  de  la  direction. 

On  observera  que  nos  définitions  ont  un  caractère  particulier. 
Elles  pénètrent  au  fond  même  des  choses;  elles  expriment  et  ma- 
nifestent les  lois  qui  président  à  la  génération  des  grandeurs,  dont 
on  étudie  la  variation  simultanée.  11  suit  de  là  quelles  doivent  né- 
cessairement offrir  des  moyens  nouveaux  de  recherche  et  de  solu- 
tion. L'exposé  du  calcul  différentiel  et  intégral  fera  ressortir  les 
avantages  qu'elles  présentent  en  se  systématisant  de  manière  à 
constituer  une  méthode  générale.  Bornons-nous  ici  à  en  donner 
une  idée  par  une  application  tout  élémentaire. 

Représentons-nous  une  courbe  plane  et  le  point  qui  la  décrit. 
Soit  V  la  vitesse  de  ce  point  et  ic  celle  de  la  directrice  à  un  même 
instant  quelconque  déterminé.  Considérons  la  normale  à  la  courbe 
décrite,  et  supposons  qu'entraînée  par  le  point  décrivant,  elle 
glisse  avec  ce  point  le  long  de  la  directrice  et  en  lui  restant  per- 
pendiculaire. Ih  est  visible  qu'en  se  déplaçant  ainsi,  la  normale 
glisse  tout  entière  avec  la  vitesse  v  parallèle  à  la  directrice,  et 
qu'en  même  temps,  elle  tourne  autour  du  point  décrivant  avec  la 
vitesse  w.  De  là  résultent  pour  le  point  o,  situé  sur  la  normale  à 
la  distance  R  du  point  décrivant,  deux  vitesses  actuelles  et  simul- 
tanées, l'une  égale  à  r,  l'autre  au  produit  B.iv.  Ces  deux  vitesses 
ont  une  même  direction  perpendiculaire  à  la  normale;  elles  sont 
d'ailleurs  de  même  sens  ou  de  sens  contraire,  selon  que  l'arc  dé- 
crit, à  partir  de  linstant  considéré,  commence  par  être  convexe 
ou  concave  du  côté  du  point  o.  Supposons  le  point  o  pris  du  côté 
de  la  concavité.  Dans  cette  hypothèse,  la  vitesse  du  point  o  est 
représentée  en  grandeur  par  la  différence  v  —  Ric. 

Considérons  en  particulier  ce  qui  arrive  pour  le  point  o,  lors- 
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qii  ;iu  liru  (le  rester  quelconque  il  est  déterminé  par  l'équation  de 
condition 

V 

R  =-  . 

w 

En  ce  cas,  l'on  a  évidemment 

V  —  Ric  =  0. 
De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Lorsque  le  point  décrivant  entraîne  avec  lui  la  normale  â 
la  ligne  décrite,  il  est  un  point  de  la  normale  dont  la  vitesse  est 
nulle.  Ce  point  est  situé  du  côté  de  la  concavité,  à  une  distance 
du  point  décrivant  exprimée  pour  chaque  position  de  la  normale 
par  la  valeur  correspondante  du  l'apport  —  . 

2"  Deux  cas  sont  possibles,  selon  que  le  rapport  ^,  demeure  in- 
variable sur  la  courbe  décrite  ou  qirau  contraire,  il  varie  inces- 
samment d'un  point  à  un  autre. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  de  la  normcde  dont  la  vitesse  est 
nulle  reste  toujours  le  même.  Il  s'ensuit  qu'il  est  fixe  et  que  la 
lie/ne  décrite  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  son  centre  en  ce 
point. 

Dans  le  second  cas ,  le  point  de  la  normale,  dont  la  vitesse  est 
nulle,  est  le  centre  du  cercle  qui  se  substituerait  à  la  courbe  dé- 
crite, si  l'on  conservait  au  rapport— ,  la  valeur  qu'il  affecte  à 
l'instant  que  Von  considère.  Ce  cercle  prend,  par  rapport  à  la 
courbe,  le  nom  de  cercle  oscillateur.  Son  rayon  est  dit  rayon  de 
courbure.  En  désignant  par  p  ce  rayon,  on  a  généralement 

V 

m 

Soit  m  une  position  quelconque  du  point  qui  décrit  la  courbe 
donnée;  o  le  centre  de  courbure  correspondant  à  cette  position; 
m'  un  point  mobile  assujetti  à  glisser  sur  la  normale  de  manière  à 
coïnciHer  toujours  avec  le  centre  o  du  cercle  osculateur. 

I>e  rayon  p  étant,  par  hypothèse,  incessamment  variable,  il 
s'ensuit  que,  dans  le  passage  dune  position  quelconque  de  la  nor- 
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maie  aux  posilions  suivantes,  le  point  »?'  s't'earte  ou  se  rapproehe 
(lu  point  m  en  glissant  sui*  la  normale  aveu-  une  eertaine  vitesse. 
Soit  H  celle  vitesse  :  elle  est  déterminée  par  la  variation  corres- 
pondante du  rapport  — , ,  cest-à-dire  par  le  degré  de  rapidité  avec 
lequel  ce  rapport  augmente  ou  diminue.  Nous  savons  d'ailleurs 
qu'elle  consliluc  à  elle  seule  la  vitesse  totale  du  point  m'. 

Affectons  à  la  couibe  donnée  le  Jiom  de  (Irveloppante  et  au  lieu 
géométrique  de  ses  cenircs  de  courbure,  celui  de  développi'e.  Les 
considérations  qui  précèdent  ont  pour  consécjuences  immédiates 
les  déductions  suivantes  : 

5"  Pendant  que  le  point  m  décrit  la  développante,  le  point  m' 
décrit  la  développée. 

4"  Dans  la  description  de  la  développée,  le  point  nï  glisse  snr 
la  normale  mm'  avec  la  vitesse  u,  et,  en  même  temps,  la  nor- 
male tourne  autour  de  ce  point  avec  la  vitesse  \v. 

5°  Toute  normale  à  la  développante  est  tangente  à  la  développée , 
et  réciproquement  toute  tangente  à  la  dévelop])ée  est  normale  à  la 
développante. 

()"  Dans  le  passage  d'une  position  à  une  autre,  la  normale  à 
la  développante  s'applique  sur  la  développée  par  voie  d'enroule- 
ment continu. 

1°  L'arc  de  la  développée  co)npris  entre  deux  rayons  de  cour- 
bure de  la  développante  a  pour  longueur  rectifiée  la  différence 
de  ces  mêmes  ragons. 

8°  Le  raijon  de  courbure  de  la  développée  est  représenté  pour 
le  point  m'  par  le  l'apport  -  ,  en  même  temps  que  celui  de  la  déve- 
loppante l'est  pour  le  point  m  par  le  rapport  -  . 

9"  Lorsque  les  vitesses  u  et  w  varient  dans  un  rapport  con- 
stant,  la  développée  est  une  circonférence  de  cercle. 

10°  Les  développantes  de  cercle  sont  les  seules  lignes  pour  les- 
quelles les  vitesses  u  et  w  conservent  entre  elles  un  rapport  inva- 
riable. 

S'agit-il  maintenant  de  déterminer  les  propriétés  et  les  carac- 
tères distinctifs  du  cercle  oscidateur?  S'agit-il,  en  outre,  d'établir 
les  conditions  relatives  aux  conlacls  des  ordres  supérieurs?  On 
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j)t'Ul  }  i)iU'\('iiir,  ((iiniiii'  nous  l'nvoiis  lail  '.  vu  .s"appu}iiiil  sur  les 
jn't'DiitTs  éléiiKMits  (le  la  g('Oiii(''lrio.  On  y  i>arvicnt  plus  dircclc- 
Jiu-nl  encore,  en  observanl  que,  \)0uv  une  juènie  vitesse  du  point 
décrivant,  l'écart  entre  la  tangente  el  la  courbe  auguicnlc  néces- 
sairement avec  la  vitesse  angulaire  de  la  directrice.  De  là  se  déduit 
sans  la  moindre  dillieullé  toute  une  série  de  consécpienees.  Knon- 
çons-en  les  principales,  en  désignant  par  m  le  lieu  de  départ  du 
point  décrivant  et  par  .s  Tare  décrit  à  partir  de  ce  lieu.  Voici 
d  abord  un  premier  énoncé  : 

Le  cercle  oscalulaur  csl ,  panni  tous  les  cercles  passanl  jiar  le 
point  m,  celui  qui  se  rapproche  le  plus  de  l'arc  s  duns  le  voisi- 
nage du  point  m.  //  est  lu  liiuile  séparutive  des  cercles  qui  tou- 
chent l'arc  s  en  m,  les  uns  inlêrieurement,  les  autres  exlèrieure- 
iiienl.  L'jt  (jéiii'ral ,  il  coupe  la  courbe  au  point  d'osculafion. 

Lorsque  deux  courbes  ont  en  un  point  commun  même  tangente, 
elles  se  touclienten  ce  point  el  leur  contact  est  du  premier  orilrc. 
Si,  en  outre,  elles  oui  même  courbure,  leur  contact,  devenu  plus 
intime,  est  dit  du  deuxième  ordre.  Soit  o  le  centre  commun  de 
courbure  qui  corres{)ond  au  contact  du  deuxième  ordre  établi,  par 
hypothèse,  entre  les  deux  courbes  (pie  l'on  considère  : 

Les  dèreloppées  de  ces  courbes  se  touchent  au  point  u  et  leur 
contact  est  du  premier  ordre. 

Supposons,  sans  rien  cliangei'  d'ailleurs,  que  le  contact  des 
développées  soit  du  deuxième  ordre,  celui  des  développantes,  de- 
venu plus  intime,  sera  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite,  tout 
contact  de  l'ordre  n  entre  les  développées  impliquant  un  contact 
de  Tordrcn  -4-  1  entre  les  développantes,  et,  réciprociuemenl,  tout 
contact  de  Tordre  n  -+-  i  entre  les  développantes  impliquant  un 
contact  de  l'ordre  n  entre  les  développées.  On  voit  ainsi  comment 
le  contact  du  troisième  ordre  se  déiinit  au  moyen  du  contact  du 
deuxième  ordre,  celui  du  quatrième  au  moyen  du  troisième,  et 
ainsi  de  suite  indéiinimenl.  Cela  posé,  il  n'est  pas  besoin  d'autres 

'  Voir  nuire  Tlicunc  ncuniclriqui'  des  raijuiis  cl  ccnlrc-s  <lc  courbure  {'2"":  note 
addilioiinelie). 
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procédés  (luc  ceux  de  la  géométrie  élémenlairc  pour  établir  les 
déductions  suivantes  : 

Lorsque  deux  courbes  ont  entre  elles  nn  contact  cVun  ordre  quel- 
conque supérieur  au  premier,  selon  que  leurs  courbures  sont 
toutes  deux  croissantes ,  ou  toutes  deux  décroissantes  à  partir  du 
point  de  contact  et  d'un  même  côté  de  la  tanfjente,  la  position 
relative  des  développées  est  V inverse  ou  la  même  que  celle  des'dé- 
veloppantes. 

En  général,  lorsque  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact 
d'ordre  pair,  elles  se  coupent  au  point  d'osculation. 

En  général,  lorsque  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  im- 
pair, elles  ne  se  coupent  pas  au  point  où  elles  se  touchent. 

Entre  deux  courbes  dont  le  contact  est  de  Fordren,  on  n'en  peut 
mener  aucune  ayant  un  contact  d'ordre  inférieur. 

Cet  aperçu  indique  suffisamment  ce  qu'il  y  a  de  nenf  dans  la 
méthode  que  nous  nous  proposons  ici  de  généraliser.  Il  montre, 
en  même  temps,  comment  cette  méthode  a  ses  procédés  particu- 
liers, essentiellement  distincts  des  procédés  ordinaires.  L'exposé 
du  calcul  différentiel  fera  voir  l'extension  que  comporte  cette 
même  méthode  et  comment  elle  embrasse  tous  les  cas  possibles 
d'application,  c'est-à-dire  comment  elle  se  systématise  en  déga- 
geant de  la  géométrie  les  règles  dont  on  a  besoin  pour  résoudre, 
ainsi  qu'on  le  fait  par  d'autres  méthodes,  toutes  les  questions  qui 
peuvent  se  présenter.  L'avantage  consiste  en  ce  que  tout  repose 
sur  des  notions  rationnelles,  purement  élémentaires,  offrant  un 
sens  précis,  faciles  à  saisir  dès  le  début,  et  supprimant  ainsi  toute 
obscurité.  Il  consiste  également  en  ce  que  les  moyens  directs  dont 
on  dispose  présentent,  en  général,  de  grandes  facilités  et  qu'en 
outre,  ils  comprennent  implicitement  tous  ceux  dont  l'emploi 
peut,  en  certains  cas,  paraître  préférable. 

Nous  avons  dit  plus  haut  de  quoi  se  compose  la  première  partie 
de  cet  ouvrage  et  les  simplifications  qu'on  y  peut  introduire.  La 
deuxième  partie  comprend  les  règles  générales  de  la  diiTérentia- 
tion,  et,  pour  les  cas  les  plus  simples,  les  règles  correspondantes 
de  l'intégration.  Elle  se  distingue  des  écrits  publiés  sur  la  même 
matière  en  ce  qu'elle  n'emprunte  le  secours  d'aucune  des  mé- 
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thudes  connues  cl  411c  tout  se  réduit  à  des  cunstructions  purement 
géoiuctriques.  Rapproclicc  du  travail  que  nous  avons  produit  an- 
lérieui'cinent  sur  le  ponluladon  d'Jùalide,  clic  montre,  ainsi 
((ue  nous  l'annoncions,  comment  en  mathématiques  élémentaires, 
<lc  même  qu'en  analyse  transcendante,  tout  se  ramène  à  une  seule 
et  même  conception  foiidamcntale. 

Les  lecteurs  au  courant  des  difficultés  métaphysiques  soulevées 
par  l'analyse  transcendante  seront  surpris  sans  doute  de  nous  voir 
allirmcr  que  nous  n'avons  besoin  ni  des  infiniment  petits,  ni  du 
procédé  des  limites,  ni  d'aucune  notion  d'algèbre  supérieux'c  pour 
établir  à  priori  les  règles  de  cette  analyse  et  les  rendre  applicables 
à  tous  les  cas.  On  reconnaîtra  que  celte  aflinnation  n"a  rien  d'exa- 
géré. Nous  aurions  pu  combiner  avec  les  mo}  ens  propres  à  notre 
méthode,  ceux  que  fournit  la  méthode  des  limites  et  que  nous 
étions  en  droit  de  nous  approprier  après  les  avoir  déduits  du  théo- 
rème fondamental  exposé  n"  6.  Nous  le  pouvions  d'autant  plus  que 
tout  étant  éclairci  dès  l'abord,  les  résultats  obtenus  par  la  méthode 
des  limites  ne  se  réduisaient  pas  à  la  simple  traduction  d'une  série 
de  faits  que  l'on  n'explique  point,  dont  le  sens  échappe  et  qui  res- 
tent en  partie  stériles.  Nous  avons  préféré  procéder  exclusivement 
par  la  géométrie,  de  manière  à  ne  laisser  aucun  doute  sur  l'indé- 
pendance absolue  qui  existe  entre  notre  méthode  et  les  autres. 

La  marche  suivie  dans  les  cinq  premiers  chapitres  peut  être 
simplifiée  d'après  les  indications  du  chapitre  VI  et  notamment  des 
iiuméros  58,  59  et  40.  En  se  reportant  à  l'avertissement  placé  en 
tète  de  cet  ouvrage,  on  verra  comment  on  doit  en  faire  la  lecture 
pour  parvenir  au  but  proposé  dans  les  conditions  les  plus 
promptes  et  les  plus  faciles. 

Il  nous  a  paru  curieux  de  démontrer  à  priori  que  le  plan  tan- 
gent en  un  point  d'une  surface  contient,  en  général,  toutes  les 
tangentes  menées  par  ce  point,  et  que  deux  tangentes  réciproques, 
qui  sortent  avec  une  égale  vitesse  des  sections  qui  les  déterminent, 
ont  des  rotations  égales  et  contraires  autour  des  directions  suivies 
parleurs  points  de  contact.  Le  premier  de  ces  théorèmes  implique, 
comme  conséquence,  la  loi  générale  de  la  différentiation  des  fonc- 
tions composées  ou  complexes,  et  réciproquement.  Le  dernier 
exprime  l'égalité  qui  subsiste  entre  les  résultats  de  plusieurs  déri- 
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valions  successives  où  1  ordre  seul  a  été  changé  :  ici  d'ailleurs, 
comme  dans  le  premier  cas,  il  y  a  réciprocité  complète.  Cette  équi- 
valence entre  deux  laits  purement  géométri([ues  et  les  faits  simi- 
laires qui  leur  correspondent  en  analyse  différentielle  offre,  pen- 
sons-nous, un  certain  intérêt. 

Lorsqu'on  veut  établir  directement  et  de  prime  abord,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  aux  numéros  33  et  34,  les  propriétés  des 
tangentes  réciproques,. on  ralentit  la  marche  des  déductions,  et 
on  leur  ôte,  en  partie,  la  simplicité  qu'elles  comportent.  Le  mérite 
d'une  difficulté  vaincue  nous  a  paru  devoir  être  compté  pour 
([uelque  chose,  alors  qu'il  ne  s'agissait  pas  seulement  d'arriver  au 
but,  mais  bien  aussi  de  faire  ressortir  la  puissance  et  la  multipli- 
cité des  ressources  dont  nous  disposons.  Que  ce  soit,  au  besoin, 
notre  excuse.  L'inconvénient  signalé  n'existe  d'ailleurs  qu'en  aj)pa- 
rencc  :  il  disparaît,  lorsqu'on  passe  du  n°  9  aux  n°'  58,  59,  40  et 
que,  revenant  au  n"  12,  on  poursuit,  en  supprimant  les  n"^  27, 
28,  55,  34,  53  et 37.  De  là  résulte  une  simplification  considérable  : 
les  figures  planes  et  leurs  mouvements  dans  lui  plan  étant  les 
seuls  qu'on  ait  à  considérer,  il  suffit  des  premiers  éléments  de 
géométrie  et  de  cinématique  pour  établir  toutes  les  règles  de  la 
différentiation  et  procéder  ensuite  aux  applications  ultérieures. 

Les  développements  que  comportent  le  calcul  différentiel  et 
intégral  sont  faciles  à  déduire  des  principes  exposés  dans  la 
deuxième  partie  de  cet  ouvrage.  Pour  s'en  convaincre  à  l'avance, 
il  suflit  d'observer  (juc  la  méthode  fondée  sur  ces  principes  rend 
toutes  les  autres  immédiatement  accessibles  et  qu'en  outre,  elle  a 
ses  moyens  particuliers,  généralement  très-])rompts,  très-directs 
et  très-simples.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  croyons  devoir  poursuivre 
la  tâche  que  nous  avons  entreprise  et  nous  efforcer  de  la  mener  à 
bonne  lin  en  la  complétant.  Déjà  le  plus  diflicile  est  fait  :  déjà 
lout  est  cojupris  implicitement  dans  le  travail  (jue  nous  publions 
aujourd'hui.  Les  parties  suivantes  auront  pour  objet  les  applica- 
tions analytiques  et  géométriques  du  calcul  différentiel  et  inté- 
gral :  elles  feront,  pensons-nous,  ressortir  mieux  encore  les  avan- 
tages de  notre  méthode. 


EXPOSÉ  (] \H  )M  ÉTIiiQL E 

DL' 

CALCUL  IJJFI  ËllEiMIEL  ET  IMÉGRAL. 

imîi:miére  partie. 

i^OriOIVS   rRÉLIMIIVAIllES. 


CLNEMATIQLE  DU  POINT,  DE  LA  DROITE  ET  DL    PLAN". 


CHAPITRE  i '. 

DES  DÉl'L.VCE.MEMS  UECTILIGNES  ET  SIMULTANÉS 
DE  PLUSIEURS  l'OLNTS. 


Jjrfiitilion  ci  mesure  des  vilcs-se-s. 

i.  Considérons  un  point  supposé  mobile  sur  une  droile'  et  y 
occupant  une  position  quelconque  déterminée.  Lorsque  ce  point 
sort  de  celte  posilion,  c'est  suivant  la  direction  de  la  droite  et  avec 
un  certain  degré  de  ra()icliié.  De  là  résulte  pour  le  point  mobile 

'  Celte  di'oile  esl  supposée  fixe.  Ou  verra  plus  loin  comment  la  délinition  de 
la  vitesse  donnée  pour  le  cas  d'un  point  qui  se  meut  sur  une  droite  fixe  s'étend 
d'elle-même  au  cas  oit  il  y  a  mouvement  du  point  et  de  la  droilc,  le  poiiil 
glissant  sur  la  droilc  cl  la  droilc  loui  nanl  autour  du  point ,  tous  deux  simul- 
tancnienl. 

«-) 


(  1«  ) 

un  état  jjarliculicr,  distinct  de  Tclat  de  repos.  Cet  état  d'un  point 
qui  sort  de  la  position  qu'il  occupe  est  dit  état  de  moiiveiiient.  On 
le  désigne  plus  simplement  encore  sous  le  nom  de  intesse. 

Dans  la  vitesse  ainsi  définie,  il  y  a  deux  choses  à  distinguer  : 
Tune  est  la  direction,  l'autre  la  grandeur,  La  direction  est  déter- 
minée par  la  droite  sur  laquelle  le  point  est  assujetti  à  se  déplacer; 
elle  conîj)orle  deux  sens  opposés  l'un  à  lautre.  La  grandeur  est  le 
degré  de  rapidité  avec  lequel  le  déplacement  commence  à  partir  de 
la  position  considérée. 

Étant  donnée  une  position  quelconque  du  point  mobile  et  la  vi- 
tesse avec  laquelle  le  point  sort  de  cette  position,  on  peut  toujours 
concevoir  que  le  déplacement  continue  comme  il  commence,  c'est- 
à-dire  sans  que  la  vitesse  initiale  cesse  de  conserver,  partout  et 
toujours,  une  seule  et  même  direction,  un  seul  et  même  sens, 
une  seule  et  même  grandeur.  Quelle  que  soit  la  vitesse  ainsi  dé- 
terminée, par  cela  seul  qu'elle  est  invariable,  le  déplacement  du 
point  mobile  s'accomplit  avec  uniformité ,  c'est-à-dire  suivant  un 
mode  unique,  partout  et  toujours  identiquement  le  même.  Réci- 
proquement, s'il  s'agit  d'un  point  qui  se  déplace  wiiforrnément, 
la  vitesse  de  ce  point  conserve  partout  et  toujours  une  seule  et 
même  détermination. 

Imaginons  que  sur  la  droite  à  décrire  on  ait  tracé  des  divisions 
quelconques ,  toutes  égales  en  longueur.  Par  hypothèse,  la  vitesse 
est  constante  .-  il  y  a  donc  vniforniilé ,  et  de  même  que  le  point 
décrit  d'abord  la  première  division,  de  même  ensuite  il  décrit  cha- 
cune des  autres,  dans  des  conditions  toujours  identiques.  Au  lieu 
dun  seul  point  décrivant,  considérons  à  la  l'ois  deux  points  animés 
chacun  d'une  vitesse  constante.  Pendant  que  le  premier  point  dé- 
crit une  longueur  l ,  choisie  comme  on  voudra,  le  second  point 
décrit  une  longueur  correspondante  /'.  De  même  aussi,  pendant 
que  le  premier  point  déci'it  un  multiple  quelconque  de  la  lon- 
gueur /,  le  second  point  décrit  le  même  multiple  de  la  longueur  l'. 
On  déduit  aisément  de  là  que  si  l'on  prend  deux  longueurs  qitel- 
conques  décrites  simultanément  de  part  et  d'autre,  ces  longueurs 
conservent  entre  elles  un  rapport  invariable.  On  voit  d'ailleurs 
que  les  longueurs  décrites  croissent  avec  les  vitesses  des  points 
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<léci'i\aiils,  cL  luM  Cbl  cuiuliiit  iialiinlIc'iiiL'iil  à  picmlrc  les  uuc> 
pour  mesures  des  autres. 

Soil  Afl,  A,,  A.,  .  .  .  A„  une  suite  de  droites  toutes  super()osées 
dans  l'ordre  des  lettres  qui  les  tlésignent  respeetivenicnt.  Conce- 
vons que  la  droite  Aj  soit  fixe,  et  que  chaeunc  des  autres,  entrai- 
liant  avec  elle  toutes  celles  qui  lui  sont  superposées,  glisse  sur  la 
précédente  avec  la  vitesse  v.  La  vitesse  de  la  droite  A,  sera  v  ;  celle 
de  la  droite  A2,  v  -+  r  ou  2r;  celle  de  la  droite  A3,  2r  -+-  v  ou  ôv, 
et  ainsi  de  suite,  celle  de  la  droite  A,^  étant  représentée  par  nv. 
D'un  autre  côté,  tandis  qu'un  point  de  la  droite  A,  décrit  une  lon- 
gueur quelconque  /,  les  longueurs  décrites  par  chaque  point  des 
droites  A.2,  A3  .  .  .  A„  sont  respectivement  '21,  al ,  .  .  .  ni.  Il  suit 
de  là  que  les  vitesses  des  points  situés  sur  les  droites  A,,  A^ . . .  A„. 
sont  entre  elles  comme  les  longueurs  que  ces  points  décrivent 
simultanément.  On  voit  donc  que  si  par  vitesse  double,  triple, 
quadruple,  etc.,  on  entend  la  vitesse  qui  résulte  pour  un  même 
point  de  la  composition  de  plusieurs  vitesses  simultanées,  toutes 
égales  et  prises  au  nombre  de  deux,  trois,  quatre,  etc.,  il  est  ri- 
goureusement exact  de  substituer  au  rai)port  des  vitesses  que  l'on 
compare  entre  elles,  les  rapports  des  longueurs  décrites  simulta- 
nément par  les  points  qu'elles  animent. 

De  là  résultent,  en  ce  qui  concerne  les  grandeurs  respectives 
des  vitesses  simultanées  qui  animent  en  même  temps  un  ou  plu- 
sieurs points,  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Lorsque  plusieurs  vitesses  simultanées  animent  un  même 
point ,  suivant  une  même  droite,  lu  vitesse  résultante  est  la  somme 
algébrique  des  vitesses  composantes. 

2"  Dans  la  comparaison  de  plusieurs  vitesses,  chaque  vitesse 
peut  être  exprimée  par  une  longueur. 

3"  Les  vitesses  que  l'on  compare  animant  certains  points,  les  lon- 
gueurs qici  les  expriment  sont  les  portions  de  droite  que  ces  points 
décriraient  simultanément,  si  chaque  vitesse  demeurait  constante. 

4°  En  général ,  on  est  libre  de  fixer,  comme  on  veut,  la  portion 
de  droite  prise  pour  mesure  de  l'une  des  vitesses  qui  sont  à  com- 
parer j  les  autres  s'en  déduisent. 


1>iJ  ) 


Compo.silioii  ci  (IcaiiiijKhsilioii  des  r//c'6-stv'. 


2.  Soi(  imcdroilcAC,  >/;  un  poini  dccHvaiK  celle  droite  ;t  i)ailii'ilii 


rig. 


point  A;  te  la  vitesse  aveela(|iiellc  le  point 

■m  se  (léj)]aee  sur  la  droite  AC.  Au  lieu 

d'être  iixe,  la  droite  AC  peut  être  mobile, 

et,  par  excniple,  glisser,  sans  lourucv,  le 

long  de  la  droite  AL.  Dans  ee  glissement 

de  la  droite  AC  une  seule  et  même  vitesse 

anime,  en  même  temps,  fous  ses  points; 

c'est  la  vitesse  du  point  A,  vitesse  dirigée 

suivant  AL  et  que  nous  désignerons  par  v'. 

Lorsque  le  point  A  de  la  droite  AC  parvient  en  A'  sur  la  droite 

AL,  la  droite  AC  oeeupe  la  position  A'C  parallèle  à  AC.  Le  ])oint  m 

est  alors  en  B',  A'B'  étant  la  longueur  qu'il  déei'it  sur  AC,  pendant 

que  le  point  A  décrit  sur  AL  la  longueur  AA'. 

Les  longueurs  A'B',  A.\'  étant  décrites  siinultanénienl ,  Tinie 
par  le  ])oiut  m  en  vertu  de  la  vitesse  eonslante  u,  l'autre  ])ar  le 
point  A  en  vertu  de  la  vitesse  constante  t(' ,  on  a,  conforjnémenl 
à  ce  qui  jiréeède , 


A'B' 


=^   —    =  cous"'. 


Celte  relation  fixe  d'une  manière  invariable  la  position  de  la 
droite  AB' dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  A  A'B'B. 
Elle  montre,  en  outre,  (ju'il  existe  un  rapport  constant  entre  la 
longueur  de  cette  diagonale  et  colle  de  chacun  des  côtés  qui  lui 
correspondent. 

De  là  résultent  les  consécpiences  suivantes  : 

1°  Le  poini  m  peut,  être  considéré  comme  uninté  de  deux  vi- 
tesses simnlUiiiées,  Vune  éyale  à  u  el  purallèle  à  AC,  Vcmlre  éijale 
à  n   et  parallèle  à  AL. 

2"  J-Jn  verln  de  c(,'S  deux  vitesses  siiuidtanées ,  !iiipj)i>sées  cou- 


(  ^1  ) 

shiiih's,  le  jxtiiil  m  (Ircril  la  ditKioiidlc  AD'  nvec  une  rilosst'  toii- 
slattle  V,  (U-li'riiiinih'  par  la  rchtlioit 

V  II  n' 

ÂB^  ^  Jîï'   ^    ÂA'' 

Supposons  (luo  rtinr  des  trois  longueurs  AH',  A'P/,  AA'  soil 
prise  pour  mesure  tic  la  vitesse  qui  lui  corresj)oii(l  ;  la  nièni<' 
eondition  s'applique  en  même  temps  à  cliacuiie  des  deux  autres. 
Ce  résultat  est  connu  sous  le  nom  de  paral/rhKjraniiiU'  des  li- 
Icssi's.  On  |)eut  l^'-noncer,  couMiie  il  suit,  sous  forme  de  règle  g('- 
néralc  : 

Le  point  m  ('tant  animé  de  deux  vitesses  acfaeJles 
et  sinndta/iées ,  représentées  en  direction,  sens 
et  (jrandetir  par  les  portions  de  droites  ma,  ml), 
la  vitesse  résultante  est  représentée  en  direc- 
tion, sens  et  (j rondeur  par  la  diagonale  mn  du 
parallélograinine  manb  construit  sur  les  céités 
ma,  ml). 

La  réciproque  est  d'ailleurs  évidente.  On  peut  donc  dire  aussi 
comme  règle  générale  : 

2™^  RÈGLE.  —  Étant  donnée  la  droite  mu  (jui  représente  en  di- 
rection,  sens  et  grandeur  la  vitesse  actuelle  du  point  m,  si  sur 
celte  droite,  prise  pour  diagonale ,  on  construit  nn  parallélo- 
qramnie  quelcon(iue  manb,  la  vitesse  du  point  m  peut  être  consi- 
dérée connue  résultant  de  deux  vitesses  simultanées,  représentées 
en  direction,  sens  et  grandeur,  par  les  côtés  ma,  mh. 

De  là  résulte  encore  cette  autre  règle  : 

ô"""  RÈGLE.  —  Étant  données  l'une  des  deux  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point,  et  la  direction  de  l'autre  composante ,  si  l'on 
trace  à  partir  du  point  la  composante  connue  et  que,  par  son 
extrémité,  l'on  mène  une  parallèle  à  l'autre  composante,  l'ex- 
trémité de  la  résultante  est  située  sur  cette  parallèle. 

Le  point  m  pouvant  être  considéré  comme  décrivant  la  droite 


(  2iJ  ) 

AB',  on  observera  que  les  vitesses  u,  u'  sont  en  même  temps,  d'une 
part,  les  composantes  de  la  vitesse  i-  suivant  les  directions  AC, 
AL,  d'autre  part,  les  vitesses  des  projections  du  point  m  sur  deux 
axes  coordonnés  parallèles  à  ces  directions  '. 

DU    DÉPLACEMENT    d'I'.N    POINT    STR    l'.XE    COCUDE, 


DiHerminailon  de  la  vitesse. 

3.  Considérons  un  point  sortant  de  la  position  qu'il  occupe  :  ce 
point  est  animé  d'une  certaine  vitesse.  Ainsi  que  toutes  les  i^ran- 

'  On  reconnaît  aisément  que  les  résultats  du  n»  2  s'appliquent  à  tout  mou- 
vement simultané  d'un  point  sur  une  droite  et  de  la  projection  de  ce  point  sur 
une  autre  droite,  les  lignes  projetantes  étant  toutes  parallèles  à  un  même  plan. 
Soit  m  le  point  mobile,  AB  la  droite  qu'il  décrit,  P  un  plan  de  direction 
constante  passant  par  le  point  m ,  D  une  droite  fixe,  p 
'^'     '  le  point  oii  le  plan  P  coupe  la  droite  D. 

Prenons  sur  la  droite  AB  un  point  quelconque  A , 
et  par  ce  point,  menons  la  droite  AC  parallèle  à  la 
droite  D.  n  étant  le  point  oii  le  plan  P  coupe  la  droite 
AC,  il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  mn  est  de  direc- 
tion constante  et  que  le  point  n  se  meut  sur  AC , 
comme  le  point  j)  se  meut  sur  la  droite  D.  On  peut 
donc  substituer  le  point  n  au  point  p  :  le  mouvement 
/^  de  l'un  sera  le  mouvement  de  l'autre. 

La  droite  mn  étant  de  direction  constante,  rien  n'empêche  (ju'on  n'assujet- 
tisse, eu  outre,  le  point  n  à  conserver  sur  cette  droite  une  seule  et  même 
position.  Dès  lors  le  mouvement  de  la  droite  mn  est  complètement  détermine 
par  celui  du  point  m.  11  en  résulte  : 

1"  Que  le  mouvement  du  point  n  sur  AC  est  complètement  déterminé  par 
le  mouvement  du  point  m  sur  AB  ; 

2"  Qu'à  un  seul  et  même  état  de  mouvement  du  point  m  sur  AB  corres- 
pond un  seul  et  même  état  de  mouvement  du  point  n  sur  AC. 

Cela  posé,  v  étant  la  vitesse  actuelle  du  point  m  sur  AB,  il  n'importe  vu 
rien  que  cette  vitesse  soit  constante  ou  bien  incessamment  variable.  Dans  nii 
cas  comme  dans  l'autre,  il  ne  peut  jamais  y  avoir,  pour  la  vitesse  actuelle  et 
simultanée  du  point  ?!  sur  AC,  qu'une  seule  et  mênie  détermination,  celle 
([ui  correspoml  à  la  vilrssc  r  supposée  constante. 
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(leurs  matlu'ma tiques,  cette  vitesse  peut  être  constante  ou  bien 
incessamment  variable.  Dans  tous  les  cas  ,  elle  est  à  chaque  instant 
compU'lcnJcnt  détcrmince.  Lorsqu'elle  varie  et  qu'on  veut  ex- 
primer ce  qu'elle  est  pour  une  position  donnée  du  point  mobile  , 
on  considère  exclusivement  la  détermination  particulière  qui  cor- 
respond à  la  position  donnée.  On  .suppose  (ju'ù  partir  de  celle 
posilion,  la  vilesse  demeure  invariable,  el  l'on  procède  comme  si 
elle  l'élail  effectivement.  Par  ce  simple  artifice,  le  cas  des  vitesses 
variables  se  ramène  au  cas  des  vitesses  constantes,  et  les  règles 
établies  pour  celui-ci  s"api)liquent  à  celui-là. 

Soit  ahr  une  courbe  plane  et  AP,  .\Q  deux  droites  quelconques 

situées  dans  le  plan  de  cette 
courbe.  Imaginons  que  le 
point  A  de  la  droite  AQ  se 
déplace  uniformément  le 
long  de  la  droite  AP,  la 
—  î"'  droite  AQ  se  mouvant  tout 
entière  avec  le  point  A,  et 
conservant  toujours  une 
seule  et  même  direction.  Soit 
0  a  le  point  où  la  droite  AQ 
rencontre  d'abord  la  courbe 
(d)c.  Concevons  un  point  m  mobile  sur  la  droite  AQ  et  s'y  dépla- 
çant à  partir  du  point  a  de  manière  à  occuper  sans  cesse  la  po- 
';ition  précise  où  la  droite  AQ  coupe  la  courbe  ahc.  Cela  revient  à 
(lire  que  le  point  m  décrit  tout  à  la  fois  la  droite  mobile  AQ  et  la 
courbe  fixe  ahc. 

Soit  u  la  vilesse  du  point  A  sur  la  droite  fixe  AP  et  «'  celle  du 
point  m  sur  la  droite  mobile  AQ.  Par  hypothèse,  la  vitesse  u  est 
constante  :  si  la  vitesse  u'  létait,  en  même  temps,  pour  une  por- 
tion quelconque  de  la  droite  AQ,  il  s'ensuivrait  que  la  ligne, 
décrite  par  le  point  m  dans  le  plan  PAQ,  serait  droite  sur  toute 
l'étendue  correspondante  à  cette  portion.  Or  la  ligne  décrite  est 
la  ligne  ahc,  supposée  courbe  dans  toutes  ses  parties,  la  vitesse  ii' 
est  donc  incessamment  variable  '. 

'  Toute  variation  incessante  est  nécessairement  continue.  Cela  ne  veut  point 
«lire  (jne  la  vitesse  »'  ne  peut   sul>ii'  aucun  clinngement  l)rus([u<>  sur  toute 


Considérons  îa  droite  AQ  dans  une  position  qnolooiiriuo  A'Q'. 
Le  ])oint  )i}  est  alors  en  h  et  les  vitesses  qui  Taniment  simultané- 
ment sont  lune  u,  Tautrc  u'.  Construisons  d'après  la  règle  du 
paralk'logrannne,  la  résultante  v  des  vitesses  aetnelles  v ,  ii'.  La 
composante  ti  estoonslante  en  grandeur  ainsi  qu'en  direction;  la 
composante  u'  est  aussi  constante  en  direction,  mais  sa  grandeur 
varie  sans  cesse  à  partir  du  point  h,  au  delà  comme  en  deçà.  La 
conséquence  est  qu'à  partir  du  point  h,  au  delà  connue  en  deçà  ,  la 
vitesse  r  a  une  direction  incessammeiit  variable. 

Soit  II  un  point  pris  sur  la  courbe  ahc ,  à  proximité  du  point  h. 
Projetons  ce  point  sur  A'Q'  par  une  droite  no  parallèle  à  PA.  Les 
longueurs  bii ,  ho  se  correspondent,  étant  toutes  deux  décrites 
simultanément  par  le  point  m,  Tune  sur  la  courbe  fixe  abc ,  l'au- 
tre sur  la  droite  mobile  AQ.  Supposons  la  longueur  bn  suffisam- 
ment petite  :  dès  loi-s  nous  pouvons  admettre  que  la  grandeur  u' 
varie  continûment  de  b  en  o ,  et  qu'en  outre,  elle  est  constam- 
ment croissante  ou  constamment  décroissante  dans  toute  l'étendue 
de  cet  intervalle.  Admettons  que  de  b  cno,  la  grandeur  ?f'  soit 
constamment  croissante:  il  en  résulte  que  de  b  en  n  langle  de  la 
droite  A'Q'  avec  la  vitesse  v  décroit  continûment.  Soient  bi ,  bf, 
les  directions  de  la  vitesse  v,  l'une  en  b,  lautre  en  n  :  si  la  grandeur 

l'étemliie  de  la  coTirho  abc.  Cola  veut  dire  que  ,  s'il  y  a  des  cliaiigeinents  brus- 
ques, ils  se  succèdent  à  certains  iiilervalles ,  pcMidant  cliacun  dostiuels  la  oon- 
linuité  subsiste  sans  interruption. 

Cette  observation  ne  s'applique  pas  seulement  à  la  grandeur  de  la  vitesse  n' . 
Klle  s'appliijue  en  mémo  temits  à  la  direction  de  la  vitesse  du  point  m  sur  la 
eourbi!  abc.  On  voit  d'ailleurs  que  cette  grandeur  et  cette  direction  dépendent 
l'une  do  l'autre,  et  ([u'à  cet  égard,  elles  varient  toutes  doux  dans  les  mêmes 
conditions. 

En  résumé,  l'on  peut  et  l'on  doit  poser  comme  axiome  le  principe  suivant , 
qui,  s'il  n'est  pas  toujours  exprimé,  est  au  moins  toujours  sous-entendu  : 

Toute  varialion,  supposée  incessanle  et  ai/aiil  une  oriijine  quelconque 
déterminée,  est  nécessairement  continue  sur  une  éfemlue  plus  ou  tnoius 
grande  ,  comptée  à  partir  de  celle  origine. 

Ceiirincipe  ne  saurait  être  contesté,  par  cela  seul  que  toute  liypotlièse  con- 
traire est  un  non-sens  impli(|uant  al)snrdilé  et  eoniradiclion. 


(  2'i  ) 
//' (IciiUMirail  coiisliiiilc  sur  la  loiii^uciir />o,  selon  qu'elle  aiïcctrrait 
la  valcui-  (|ui  correspoiid  au  point  h,  ou  celle  (|ui  eoires[)on(l  au 
point  0,  le  point  m  déeriiail  la  droite  hi  ou  la  droite  bf.  En  réalité 
la  grandeur  u'  croît  continùinent  de  b  en  o,  et,  en  même  temps 
1  ani;le  de  la  vitesse  v  avec  la  droite  A'Q'  décroît  continûment 
depuis  la  valeur  obi  jus([uà  la  valeur  obf.  La  Iii;ne  décrite  par  le 
point  m  (le  b  en  )i  est  donc  nécessairement  comprise  entre  les 
droites  bi,  6/'(*).  Cela  posé,  imai^inons  (pie  le  point  n  et  sa  projec- 
lion  0  se  rapprochent  indi'liniment  du  point  b.  Dans  celte  li\  po- 
llnVse,  la  droite  6/' tourne  aiiloiir  dii  point  b  et  se  rapproche  indé- 
lininient  de  1;'.  droite />/  :  rien  ne  change  dailleurs;  il  y  a  donc 

(■)  Pour  lie  laisser  aucun  ilontc  sur  telle  (Icducliuii,  nous  allons  la  (icnioniror 
avec  une  entière  riyueur. 


Par  le  point  h  menons  une  droite  Ix 


ar;iil(.''le  à  PA  et  considérons  le  niou- 
venienl  du  point  m  .  à  partir  du 
point  b .  sur  l'arc  bn'  égal  ii  bn  ou 
plus  petit. 

SoifMil  e',  i',  n' ,  f  les  points  di- 
rencontre  des  ligues  be ,  bi,  bu, 
bf  avec  une  même  droite  A"Q" 
parallèle  à  AQ.  Soient  en  même 
temps  u'b ,  et  u'o  les  valeurs  de 
la  vitesse  «'  aux  points  h  et  o. 

Tandis  que  la  droite  AQ  se 
transporte  de  A'Q'  en  A"Q",  le 
point  m  décrit  sur  cette  droite  la 
longueur  e'n'.  La  vitesse  qui 
anime  le  point  m  pendant  cette  description  et  suivant  cette  droite,  com- 
niiMice  par  être  égale  à  u'b  :  elle  est  d'ailleurs  constamment  croissante  ettou- 
•ours  intérieure  à  (('„;  si  cette  vitesse,  au  lieu  de  varier  comme  elle  le  fait , 
demeurait  constante,  selon  qu'elle  serait  égale  à  u'b  ou  à  u'o,  la  longueur  dé- 
eiite  par  le  point  m  sur  la  droite  AQ  serait  moindre  ou  plus  grande  qu'elle 
l'est  efl'ectivement.  Or,  dans  le  premier  cas,  cette  longueur  serait  e'/',  et  dans 
\o  second  e'f.  On  a  donc  nécessairement,  d'une  part . 


et ,  d'autre  par! , 


(■',/'  />  e'i' 
v'n'  <  e'f 


La  conséquence  évidente  est  qut>  l'arc  bn'  est  tout  entier  compris  entre  les 
diMix  droites  bi .  bf.  C.  Q.  F.  I). 
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toujours,!!  partir  du  pointa,  une  portion  de  l'are  bc  comprise  entre 
la  droite  fixe  bi  et  la  droite  mobile  bf. 

Nous  venons  de  voir  que  la  droite  6/"  peut  se  rapprocher  indé- 
finiment de  la  droite  bi,  sans  que  ces  deux  droites  cessent  de 
comprendre  entre  elles  une  portion  de  Tare  bc.  Cela  revient  à  dire 
qu'aucune  portion  de  droite  ne  peut,  à  partir  du  point  .6,  rester 
comprise  entre  la  droite  bi  et  l'arc  bn.  Il  s'ensuit  que  la  droite  bi 
est,  de  toutes  les  droites  passant  par  le  point  b,  celle  qui  se  rap- 
proche le  plus  de  l'arc  bn  ,  dans  le  voisinage  de  ce  point.  La  droite 
bi ,  ainsi  détei-minée ,  est  nécessairement  unique  :  on  la  distingue 
de  toutes  les  droites  passant  par  le  point  b  en  la  désignant  sous  le 
nom  de  tangente  ou  sous  le  nom  de  directrice ,  selon  qu'on  la  con- 
sidère par  rapport  à  la  courbe  décrite,  ou  par  rapport  au  point 
décrivant. 

Nous  avons  supposé  la  vitesse  it'  continûment  croissante  de  b 
en  0.  La  démonstration  se  ferait  de  la  même  manière,  si,  de  b  en 
0,  la  vitesse  «'  était  constamment  décroissante.  La  seule  différence 
consisterait  en  ce  qu'au  lieu  de  s'abaisser  au-dessous  de  la  droite 
bi,  l'arc  6«  et  la  droite  6/"  s'élèveraient  au-dessus. 

Concluons  que,  dans  la  description  d'une  courbe  par  un  point, 
la  vitesse  de  ce  point  a  une  direction  incessamment  variable. 
Concluons,  en  outre,  que  cette  direction  est ,  pour  cliuqtie  position 
du  point  décrivant ,  celle  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  '. 

'f.  La  vitesse  it  peut  être  quelconque,  constante  ou  variable. 
Dans  tous  les  cas,  la  démonstration  du  n"  3  se  fait  de  la  même  ma- 
nière, et  l'on  voit  aisément  que  la  résultante  des  vitesses  u,  u  est 

'  Les  considéralions  qui  précèdent  suffisent  pour  établir  la  méthode  des 
tangentes  créée  par  Roberval ,  et  exposée ,  comme  il  suit ,  dans  les  Mémoires  de 
r Académie  royale  des  sciences,  année  1690. 

Principe.  —  «  La  direction  du  mouvement  d'un  point  qui  décrit  une  ligne 
■>  courbe,  est  la  touchante  de  la  ligue  courbe  en  chaque  position  de  ce  point.  « 

Rèyle  générale.  —  «  Par  les  propriétés  sjjécifiques  de  la  ligne  courbe  ((pii 
»  vous  seront  données),  examinez  les  divers  mouvements  qu'a  le  point  qui  la 
»  décrit,  à  l'endroit  où  vous  voulez  mener  la  touchante.  De  tous  ces  mouve- 
»  ments,  composez-en  un  seul  :  tirez  la  ligne  de  direction  du  mouvement 
»  composé  ;  vous  aurez  la  touchante  de  la  ligne  courbe.  » 

Ce  principe  et   cotte  règle  donnent,  d;ius  la  plupart  des  cas,  le  moyen  de 


(  27  ) 

toujours  diiigcc  suivant  une  même  droite,  ta  droite  la  plus  rap- 
proihéc  (h  la  courbe  au  poinl  (/ue  l'oit  cons'uli'rc.  De  là  résulte  le 
IJiincipe  suivant  : 

On  peut  attrihucr  iiidijpn'tiuncnl  une  valeur  quelconque  soit  à 
la  vitesse  v,  soit  à  l'une  ou  Vautre  des  deux  composantes  u,  u'  : 
les  rapports  que  ces  vitesses  ont  entre  elles  restent  toujours  les 
iiH'iiicsen  un  même  point. 


Fi(j.  ij. 


Délachons  de  la  courbe  abc  Tare  hn ,  et  considérons-le  séparé- 
ment ;?«  étant  un  point  quelconque  de  cet  are, 
soit  smt  la  tangente  en  ce  point.  Eu  égard  aux 
conditions  qui  subsistent  sur  toute  l'étendue 
de  Tare  bn ,  la  démonstration  du  n°  3  impli- 
que les  conséquences  suivantes  : 

4°  L'arc  bn  est  tout  entier  d'un  seul  et 
même  côté  de  la  tangente  smt,  en  deçà  comme 
1^  cm  delà  du  point  m. 

2"  De  toutes  les  droites  passant  par  le  point  m,  la  tangente  smt 
est  la  seule  qui  ne  coupe  pas  l'arc  bn  en  ce  point. 

5"  Les  distances  des  différents  points  des  arcs  mb,  mn  à  la 
tangente  smt  vont  en  croissant  à  mesure  que  ces  points  s'éloignent 
du  point  m. 

4"  Lorsque  le  point  m  .se  déplace  en  glissant  de  h  en  n  sur 
l'arc  bn,  la  ianqente  sm(  tourne  continûment  dans  un  seul  et 
même  sens. 

réduire  à  mie  simple  opération  graphique  la  détermination  de  la  tangente  en 
un  point  quelconque  d'une  courbe  définie  géométriciuement.  Pour  aller  an 
delà  :  pour  pénétrer  plus  avant  dans  la  nature  intime  de  la  ligne  courbe  :  pour 
apprécier,  définir  et  mesurer  la  courbure  proprement  dite,  il  faut  d'abord  in- 
troduire un  principe  nouveau;  il  faut  ensuite  considérer  avec  quelques  détails 
les  conditions  relatives  à  la  rotation  d'une  droite  dans  un  plan.  Les  dévelop- 
pements qui  suivent  fournissent,  à  cet  égard,  tous  les  éclaircissements  néces- 
saires. Non  moins  simples  que  l'énoncé  de  Roberval ,  ils  comportent  .une 
extension  beaucoup  plus  grande.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'ils  permettent 
d'établir,  connue  nous  l'avons  l'ail  ailleurs,  une  théorie  purement  géomé- 
Ui(iue  de  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces. 
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Concevons  nno  droilc  D,  assujellic  à  s'appuyer  en  un  point  de 
l'arc  l)H  et  à  tourner,  sans  glisser,  autour  de  ce  point,  jusqu'à 
ce  (juc  venant  à  s'appuyer  sur  un  autre  point  du  même  arc,  elle 
prenne  cet  autre  point  pour  centre  de  rotation,  ci  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

Supposons  la  droite  D  dirigée  suivant  la  tangente  siitt  et  tour- 
nant de  gauche  à  droite.  Je  dis  que  le  centre  de  rotation,  situé 
d'abord  en  m,  glisse  continûment  le  long  de  lare  nin. 

La  rotation  conimencce  autour  du  point  m ,  à  partir  de  la  posi- 
tion smt ,  ne  peut  pas  continuer  autour  de  ce  même  point.  Cela 
résulte  évidemment  de  ce  qu'aucune  droite,  menée  par  le  point  »?, 
ne  peut  rester  comprise  entre  l'are  nni  et  la  tangente  sinl.  D'un 
autre  côté,  on  ne  saurait  admettre  que  le  centre  de  rotation  se 
transporte  bnisqiiement  du  point  i»  en  un  point  m'  séparé  du 
point*»  par  un  intervalle  quelconque  déterminé.  Pour  qu'il  en  fût 
ainsi,  il  faudrait  qu'il  n'y  eût  aucun  écart  entre  le  point  m'  et  la 
tangente  s»}f.  Le  contraire  ayant  lieu  pour  tout  point  ni'  séparé 
du  point  JH,  on  voit  que  le  déplacement  du  centre  de  rotation  sur 
l'arc  mn  et  sur  la  droite  D  est  nécessairement  continu. 

Nous  venons  d'établir  qu'au  sortir  de  la  position  snif ,  la  droite 
mobile  ne  peut  s'appuyer  sur  aucun  point  m'  séparé  du  point  m 
par  un  inlervalle  quelconque  déterminé.  Il  en  résulte  que  le  centre 
de  rotation  qui  succède  au  point  m ,  se  rattache  continûment  à  ce 
point,  et  qu'au  delà  de  ce  centre,  comme  en  deçà  ',  l'arc  bn  reste 
tout  entier  d'un  seul  et  même  côté  de  la  droite  D.  On  voit  ainsi 
que  la  droite  D  réalise  constamment  la  double  condition  de  passer 
par  un  point  de  l'arc  hn  et  de  ne  point  couper  cet  arc  en  ce 
point.  On  déduit  de  là  les  conclusions  suivantes  : 

1"  La  droite  D  ne  cesse  pas  iVètre  tangente  à  rare  bn. 

2°  L'arc  bn  peut  être  considéré  comme  la  trace  d'an  point  qui 
(/lisse  sur  la  droite  D,  en  même  temj)S  cfue  cette  droite  tourne  au- 
tour de  ce  point. 

5"  La  vitesse  du  point  qui  décrit  ainsi  Varc  bn  s'emprunte 

*  Il  est  visible  qu'en  lournant  cic  gauolio  à  droite  autour  ilii  point  m  .  la 
droite  D  laisso  entre  elle  cl  Tare  ml)  la  tangente  sni/. 


liHil  riihèii  ,  d  iiHd  (mil  cl  iiniinir  (/rdiidciir  an  (jUssiincul  de  ce 
poinl  sur  la  dnn'lc  I),  d  uulir  pail  el  roJHiiK'  dircrlioji  à  la  posihon 
lie  celte  iiiènie  dniile. 

5.  Résumons  les  résullats  ol)l('iiiis,  dans  les  niiiiu'i'os  (jui  pré- 
ccdcnf ,  concernant  le  mouvement  d'un  \)oin[  dans  un  plan. 

Au  lien  de  procéder  comme  ci-dcssiis,  on  peut  donnei'  à  priori 
celle  délinition  de  la  ligne  courbe: 

La  courbe  e.sl  la  trace  d'au  point  ([ai  se  meut  auicaiit  une  di- 
rection incessamment  vaTiable. 

On  i)eul  aussi,  développani  ihnanlage,  présenler  la  même  déli- 
nilion  sous  celle  autre  rorine  : 

La  courbe  est  la  trace  d'an  point  </ai  se  meal  sur  une  droite 
mobile,  dite  directrice ,  te  point  (jlissant  sur  la  directrice  et  la 
directrice  tournant  autour  du  point ,  tous  deux  simulta/témenl  et 
incessamment. 

Parlant  de  là,  on  \o\l  daboril  <pie  la  vitesse  du  point  déeri^ant 
s"enipriiMle  tout  cniièrc  au  glissement  de  ce  point  sur  la  directrice, 
la  rotation  de  celle-ci  nayanl  d'autre  elfei  que  de  modilicr  inces- 
samment la  direction.  Il  est  ensuite  très-aisé  d'établir  (jue.  j)Our 
chaque  position  du  point  décrivant,  la  directrice  est  tangente  à  la 
courbe  décrite,  c'est-à-dire  qu'entre  elle  et  la  courbe,  on  ne  peut 
mener  aucune  droite. 

Cela  posé,  ce  sont,  de  part  et  tranlre,  les  mèjnes  résidtals,  en 
ce  qui  concerne  la  courbe,  la  directrice,  la  vitesse  du  point  dé- 
crivant. 

La  définition  doiinée  (n"  1)  pour  la  vilisse,  dans  le  cas  d'un 
point  sui)posé  mobile  sur  une  droite,  s'étend  d'elle-même  au  cas 
du  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe.  La  seule  dHf('rence  con- 
siste en  ce  que,  au  lieu  d'être  fixe,  la  droite  sur  laquelle  le  point  est 
censé  se  mouvoir  tourne  incessamment  autour  de  ce  même  jioint. 
Voici  d'ailleurs  les  conséquences. 

La  vitesse  d'un  point  (jui  décrit  une  courbe  comporte  à  chaque 
instant  deux  modes  distincts  de  détermination.  On  ])eut  se  la  re- 
|trésenter  direclement  ou  indircctejnent. 
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Dans  ic  premier  cas,  elle  est  iléleiiiiiiiét' ,  en  direction,  parla 
tangente  à  la  ligne  décrite,  en  grandeur,  par  le  degré  de  rapidité 
ini])rinié  sur  cette  ligne  au  point  qui  la  déci'it. 

Dans  le  second  cas,  elle  est  la  résultante  des  vitesses  communi- 
quées au  point  décrivant  dans  chacun  des  mouvements  partiels  et 
simultanés  dont  se  compose  le  mouvement  total.  A  ce  point  de 
vue,  on  peut  dire  aussi  qu'elle  est  la  résultante  des  vitesses  qui 
animent  les  projections  du  point  décrivant  sur  deux  droites  quel- 
conques situées  dans  le  plan  de  la  courbe  ^. 


CHxVPITRE  11. 


DE    LA    ROTATtOiX    U  UiNE    Df'.OlTE    UA^S    UN    l'LAN. 


Défi/iilioji.  et  mesure  des  vitesses  angulaires. 

G.  Soit  une  droite  passant  par  un  point  fixe  et  tournant  autour 
de  ce  point  dans  un  seul  et  même  plan.  A  chaque  instant  la  droite 
i)asse  d'un  lieu  dans  \m  autre,  et  alFecte  par  là  même  un  état 
particulier  distinct  de  l'état  de  repos.  Cet  état  d'une  droite  qui 
sort  du  lieu  qu'elle  occupe  en  tournant  autour  d'un  de  ses  points, 
supposé  fixe,  est  dit  vitesse  de  rotation,  ou  bien  encore  vitesse 
angulaire. 

On  entend  ainsi  par  vitesse  angulaire  le  degré  de  rapidité  qui 
anime  une  droite  dans  sa  rotation  autour  d'un  point  fixe,  pris 
sur  cette  même  droite.  S"agit-il  d'une  droite  qui  se  déplace  drtns 
un  plan  d'une  manière  quelconque  et  dont  la  direction  change 
incessamment?  Elle  a  de  même  et  à  chaque  instant  une  vitesse 
angulaire  complètement  déterminée.  Celte  vitesse  est  celle  d'une 

'  Il  est  sous-cuteudu  ((uo ,  rolalivcment  à  chacune  des  deux  droites  clioisios 
pour  y  projeter  le  i)oiul  dcciivant,  les  projections  se  font  i)arallèlemcnl  à 
l'autre. 


droite  (|ir'I(()ii(1iic  nssiijollic  à  passci-  jiai-  un  point  fixe  (.M  ;i 
tournoi'  ;uilour  de  ce  point  en  rest;in(  parnllèle  h  la  droite  don- 
née. 

Ainsi  (pic  toutes  les  grandeurs  niatliéniatiiiues,  la  vitesse  angu- 
laire peut  être  constante  ou  bien  inecssanuncnt  variable.  Dans 
tous  les  cas,  clic  est  à  chaque  instant  coraplctcinent  déterminée. 
Lorsqu'elle  varie  et  qu'on  veut  exprimer  ce  qu'elle  est,  pour  une 
position  donnée  de  la  droite  mobile,  on  considère  excIusiveiiK-nt 
la  détermination  particulière  qui  correspond  à  la  position  donnée  : 
on  sujipose  (/kW  parlii  de  cef(e  position,  la  vitesse  angulaire 
demeure  invariable  et  l'on  procède  comme  si  elle  l'était  effective- 
ment. Par  ce  simple  artifice,  le  cas  des  vitesses  angulaires  varia- 
bles se  ramène  au  cas  des  vitesses  angulaires  constantes  et  celui-ci 
reste  seul  à  examiner. 

Cela  posé,  nous  pourrions  répéter  ici  pour  les  vitesses  de  rota- 
tion, ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  pour  les  vitesses  linéaires 
et  reproduire  presque  littéralement  les  mêmes  déductions.  Bor- 
nons-nous à  énoncer  les  règles  suivantes  : 

I  "  Dans  la  comparaison  de  pltistcitrs  vitesses  angulaires,  cluKjue 
iltesse  peut  être  exprimée  par  un  angle. 

2"  Les  vitesses  que  l'on  compare  animanl  certaines  droites,  les 
angles  rpui  les  expriment  respeclivemod  sont  ceux  que  ces  droites 
décriraient  simultanément  si  chaque  vitesse  demeurait  constante. 

5"  En  général  on  est  libre  de  fixer  comme  on  vent,  l'angle  pris 
pour  mesure  de  l'une  des  vitesses  qui  sont  à  comparer.  Les  autres 
s'en  déduisent. 

Rapport  existant  entre  la  vitesse  angulaire  d'une  droite  et  les 
vitesses  que  lu  rotation  de  la  droite  comniunique  à  ses  diffé- 
rents points. 

7.  Soient  o,o'  deux  points  supposés  fixes,  l'un  sur  la  droite  D, 
lautre  sur  la  droite  D'.  Par  hypothèse,  ces  deux  droites  tour- 
nent uniformément,  Tune  autour  du  point  o  avec  la  vitesse  angu- 
laire u- ,  l'autre  autour  du  point  o' avec  la  vitesse  angulaire  «•'. 


(  ô'-^  ) 

Soient  lit, m'  deux  ])uiiils  ])ris  l'cspcclivciiR'iil,  le  point  iii  sur 
,,.     ,.  la  droite  D  à  la  dlstaDce  r  du  centre  o  :  le 

point  m'  sur  la  droite  D'  à  h\  distance  /•'  du 
centre  <>'.  s,  .s'  étant  deux  arcs  quelconques 
plans  décrits  simultanément,  le  premier  par 
le  point  >u,  le  second  par  le  point  m',  ces 
arcs  sont  circulaires,  et  les  angles  qu'ils 
sous- tendent  ont  pour  mesure  les  rajiports 
On  déduit  de  là,  conrormément  à  la  i-ègle  {"l)  du  n°  0: 


(I). 


Soient  i-,  v'  les  vitesses  qui  animent  en  même  temps  les  )>oints 
ni,  ))!.'  dans  la  description  des  arcs  s,  s'.  Il  est  aisé  de  voir,  confor- 
mément aux  déductions  des  numéros  (4)  et  (5),  que  ces  vitesses 
sont  normales  aux  rayons  vecteurs  r,  r'  et  quelles  satisfont  à 
l'équation  suiAante  '  : 

(2) i  =   i. 

V  s 

'  Los  déiluclioiis  dos  n"^  {i)  el  (o)  se  vérificiU  lrès-sim|pioniciil ,  ooniiiic  i! 
siril  : 
Soit  al  une  dioitc  iiiui)ile,  toujuuis  langciile  à  la  circonférence  rtk'c/,  tour- 
nant sans  glisser  le  long  de  cette  circonférence,  y  ap- 
pliquant successivement  tous  ses  points  el  l'envelop- 
pant ainsi  par  une  sorte  d'enroulement  continu.  Tandis 
que  la  tangente  «/  tourne  uniformément  de  a  vers  a', 
concevons  qu'un  |)uint  m,  situé  d'abord  en  a,  se  dé- 
place le  long  de  cette  droite,  avec  une  vitesse  coii- 
stanle  en  grandeur  et  de  manière  à  occuper  sans 
cesse  la  position  précise  où  le  eonlacl  s'établit  entre 
la  tangente  mobile  al  et  la  eirconférencelixe  ato/. 
Dans  ce  double  mouvement  simultané  du  point  ni  et  de  la  droite  al ,  le  point 
(jlissant  sur  la  droite  et  la  droite  tournant  autour  du  point,  tous  dcuv 
uniformément ,  il  est  visible  que  le  point  m  décrit  à  la  fois  la  droite  mobile 
al  et  le  contour  lixe  du  cercle  abcd.  De  là  les  consé(|aences  établies  |>hi.s 
haut,  d'une  manière  genéiale,  pour  une  couibe  quelcon(|ue. 


(   ôô   ) 
La  coiiiltiruiixiii  dos  cqiialiuu.^  (Ij  cl  ["I) .  doiiiic 

w'  v'      r 

Choisissons  poin-  unilc  des  vitesses  angulaires  celle  (jni  coiu- 
imiiiitiiie  runilé  de  vitesse  au  poini  ((ni  décrit  la  eireoniéirnee  de 
eerele  ayant  runité  pour  rayon. 

Si  nous  prenons  r' =  \  et  (pie  nous  >iipposions  i''=  1  ,  il 
^  iendra  w'  =  I  ,  et  nous  aurons  eu  général 

(^) .«.=   '. 

?• 

Iié(piation  (4)  inipli(|ue  les  conséquences  suivantes  : 

I"  LorsfiKidie  dioile  loiinic  aitlonr  diin  de  sea  potiit.'^  suppose 
fixe,  il  1/  a  lien  de  roiisidércr  pour  clux/ue  posilio/i  de  la  droite 
sa  vilesse  umjuluire  acluelle  nv,  el  en  même  foiips  les  vitesses 
corrcspoiid((tiles  de  ses  différents  points. 

2"  Soit  V  lu  vitesse  (jui  répond  à  la  vitesse  w  pour  un  point 
(pielconf/ue  pris  .sur  la  droite  niohilc,  ii  la  distance  r  du  centre  de 
rotation  : 

Lu  direction  de  la  vitesse  v  est  perpendiculaire  à  la  droite 
mobile.  « 

La  vitesse  v  est  éyale  au  produit  de  lu  distance  v  par  la  vi- 
tesse w . 

La  vitesse  \\  est  éijale  au  (/uotienl  de  la  vitesse  v  par  la  dis- 
tance V. 
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CHAPITRE   m. 


DU    MOL'VEMEMT    D  LiNE    DROITE    DANS    UN    PLAN. 


8.  Lorsqu'une  droite  se  meut  en  conservant  toujours  une  seule 
et  même  direction,  ses  différents  points  ont  à  cliaque  instant 
même  vitesse.  Cela  résulte  de  ce  que  les  portions  de  ligne  décrites 
simultanément  par  deux  points  quelconques  de  la  droite  mobile 
sont  nécessairement  égales  et  parallèles.  Réciproquement  si  tous 
les  points  d'une  droite  ont  à  chaque  instant  même  vitesse,  la 
droite  conserve  toujours  une  seule  et  même  direction. 

On  désigne  sous  le  nom  de  translation  le  mouvement  d'une 
droite  dont  la  direction  demeure  invariable  ou,  ce  qui  i^evient  au 
même,  dont  tous  les  points  ont  à  chaque  instant  même  vitesse. 

Soit  D  une  droite  libre  dans  un  plan  et  s'y  déplaçant  comme 
on  veut.  Prenons  sur  cette  droite  le  point  quelconque  o  el,pGr 
une  translation  qui  rende  coniniune  à  tous  les  autres  points  la 
vitesse  du  point  o,  assujettissons  celui-ci  à  décrire  sa  propre  tra- 
jectoire. L'effet  de-cctte  translation,  si  elle  subsistait  seuli;,  serait 
de  ne  rien  changer  au  mouvement  du  point  o  et,  en  mémo  temps, 
de  maintenir  constante,  pour  cliaque  position  de  la  droite  D,  sa 
direction  première.  11  suit  de  là  que  pour  restituer  à  la  droite 
mobile  son  mouvement. effectif,  il  suffit  dune  rotation  qui  se 
compose  avec  la  translation  empruntée  au  point  o,  et  qui  s'accom- 
plisse "autour  de  ce  point  comme  s'il  était  fixe. 

S'agit-il  d'abord  de  la  translation  empruntée  au  point  o?  Les 
vitesses  qui  en  résultent  sont  partout  les  uiénies  à  un  même 
instant  quelconque.  Elles  ont  donc,  en  cliaque  point,  nièuies  com- 
posantes, l'une  normale  à  la  droite  mobile,  l'autre  diriyée  sui- 
vant cette  même  droite.  S'agit-il  ensuite  de  la  rotation  autour  du 
point  0,  considéré  comme  fixe?  Les  vitesses  ({u'elle  imprime  sont 
}»ailout  normales  à  la  droite,  parallèles  entre  elles,  et  respective- 
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iiu'iil  proportioiuiellcs  aux  rayons  veclcuis  conrspoadauls.  De 
là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  droite  se  meut  dans  un  plan  ',  les  vitesses  simul- 
lanées  de  ses  diffêrcnls  points  étant  décomposées  suivant  la  droite 
et  perpeiidivuluircment  à  sa  direction,  les  composantes  dirigées 
suivant  1(1  droite  sont  toutes  ('(jolcs  et  de  miniie  sens. 

Dans  le  inoiivoiiKMit  duii  [)oint  assujetti  à  rester  sur  une 
tiroile,  on  peut  toujours  décomposer  la  vitesse  de  ce  point  en 
deux  vitesses  dirigées,  l'une  suivant  la  droite  et  dite  vitesse  de 
(jlissement ,  lanlre  à  angle  droit  sur  la  première  cl  dite  vitesse  de 
circulation.  En  adoptant  ces  dénominations,  on  peut  substituer  à 
l'énoncé  qui  précède  cet  autre  énoncé  plus  simple  : 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  droite  se  meut  dans  un  plan ,  les 
vitesses  de  glissement  de  ses  différents  points  sont  toutes  égales 
et  de  même  sens. 

Fi(j.  S.  Soit  oo'  la  vitesse  du  point  o  à  l'instant  con- 

sidéré. Par  le  point  o',  menons  deux  droites, 
Tune  o'A  parallèle  à  la  droite  D,  l'autre  D'  fai- 
santavec  la  droite  o'A  l'angle  qui  a  pour  tangente 
le  rapport  cxi)riraan(  la  vitesse  angulaire  de  la 
droite  D  autoui"  du  point  o.  Il  est  visible  (jue 
tout  point  m  de  la  di-oite  D  est  animé  de  deux 
vitesses  simultanées  représentées  respective- 
ment, l'une  par  la  droite  m7i  égale  et  parallèle 
à  oo',  l'autre  par  la  droite  nm'  menée  par  le  point  n  perpendicu- 
lairement à  o'A  et  limitée  à  la  droite  D'.  De  là,  et  de  ce  qui  pré- 
cède, résultent  les  corollaires  suivants  : 

1"  Les  vitesses  simultanées  des  différents  points  de  la  droite  D 
ont  pour  lieu  de  leurs  extrémités  une  droite  D'  oblique  sur  la 
preiuii're. 

*  Ce  lliéoi'ènic  ot  les  suivants  sont  loul  ii  l'ail  i;e!ierau\.  Ils  s'appliquent, 
ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin ,  au  mouvement  i[uelcouque  d'une  droite  dans 
l'espace. 
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2°  Etant  (hinnèes  les  vitesses  siiiiiiltaiH'es  de  deux  points  </iu'l- 
ro/ifjiies  de  la  droite  D,  celles  des  points  o  et  m,  par  exemple, 
toutes  les  autres  en  résultent. 

5"  Lorsque  deux  points  d'une  droite  ont,  en  wènic  temps, 
même  vitesse  ,  celte  vitesse  est  commune  à  tous  les  autres  points. 

4°  Lorsque  denx  points  d'une  droite  n'ont  pas  en  même  temps 
}nème  vitesse ,  les  vite.sses  di/f'èrent  en  chaque  point. 

9.  Supposons  qu'on  transporte  en  un  mémo  pointa  les  vitesses 
(jui  animent  les  différents  points  de  la  droite  D,  à  nn  instant 
(pieleonque  déterminé.  Supposons,  en  outre,  qu'on  projette  ortlio- 
gonalcmcnt  toutes  ces  vitesses  sur  une  même  droite  menée  par 
le  point  a  parallèlement  à  D.  Chaque  vitesse  ainsi  projetée  n'a 
qu'une  seule  et  même  projection ,  la  portion  de  droite  (]ui  repré- 
sente la  vitesse  de  glissement  commune  à  tous  les  points  de  la 
droite  mobile.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  —  .SV  Fon  transporte  en  un  même  point  (juel- 
conque  les  vitesses  simultanées  des  différents  points  d'une  droite, 
ces  vitesses  ont  leurs  extrémités  sur  une  seule  et  meute  droite  per- 
pendiculaire à  la  première. 


Du  mouconeni  d  Un  plan  sur  lui-même  et  d  une  droite 
dans  un  plan. 

10.  TinUtnÈMt;  III.  —  Lorsqu'un  plan  se  déplace  sur  laitnême, 
les  vitesses  simultanées  de  deux  points  de  ce  plan  étant  déter- 
minées, celles  de  tous  les  autres  points  le  sont  en  même  temps. 

Soient  a  et  h  deux  points  d'un  plan  (pii  se  déplace  sur  lui-même. 
Par  hypothèse,  on  connaît  les  vitesses  actuelles  cl  simultanées  des 
deux  points  a  et  h. 

Soit  m  un  troisième  point  quelcon(iue  situé  dans  le  plan  mo- 
bile, en  dehors  de  la  droite  (d)  '. 

'  Si  le  point  m  était  pris  sur  la  tli'oile  ab ,  on  ol)lieii(lrait  dircrlciiifiU  sa 
Vitesse,  on  opérant  comnie  nous  l'avons  imii(iué  au  n»  8. 


Fhj.  !). 
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Transj)orton<;  on  m  los  vitesses  respectives  des  deux  poiiiK 
<(  et  h.  Soit  ma'  la  première,  nih'  la  seeonde. 
Par  le  point  a',  abaissons  sur  con  la  perpen- 
diculaire i('j).  Parle  point 6'  abaissons  sur  mb 
la  pei'pendiculaire  h'r/.  Prolongeons  les  droites 
^>»  d'/),  l/'i  jns(pi  à  leur  rencontre  en  n  et  tirons 
la  (Iroile  nui. 

La  droite  nin .  aln>il  déterminée ,  représente 
en  direction,  sens  et  <jriuideur,  l(t  vitesse  du 
point  m. 

Celle  proposition  résulte  évidemment  de  ce  (pien  vertu  du 
tbéorème  II  (n"  9),  l'extrémité  de  la  vitesse  du  point  m  se  trouve 
à  la  fois  siii-  cbacune  des  deux  perpendiculaires  a'p  et  h'(j.  Elle 
implique  d'ailleurs,  comme  corollaires,  les  déductions  suivantes  : 

i"  Tout  mode  de  déplacement  qui  conuiiunique  à  deux  points 
d'un  plan  mobile  sur  (ui-mémc  leurs  vitesses  actuelles  et  simul- 
tanées, remplit  en  méuw  temps  celte  même  onidition  par  rapport 
à  tous  les  autres  points. 

2°  Si  deux  points  d'un  phtn  qui  se  )neut  sur  lui-même  ont  en 
même  temps  même  vitesse,  cette  vitesse  est  commune  ù  tous  les 
autres  points.  Les  vitesses  simultanées  des  différents  points  sont 
donc  toutes  les  mêmes  ou  toutes  différentes. 

il.  TinioRKME  IV.  —  Lorsqu'un  plan  se  meut  sur  lui-même  et 
que  tt)us  ses  points  n'ont  pas  en  même  tem))S  même  vitesse ,  il  est 
un  point  du  plan  dont  la  vitesse  est  nulle.  On  dé- 
signe ce  point  sous  le  nom  de  centre  instantané  de 
noTATiON.Zeà'  vitesses  siuiultanées  des  autres  points 
sont  les  mêmes  que  si  le  plan  tournait  autour  de 
ce  centre  considéré  comme  fixe. 

Soit  un  plan  (jui  se  meut  sur  lui-même,  et  dont 
tous  les  points  n'ont  pas  même  vitesse  à  l'instant 
que  l'on  considère;  m,  et  m'  étant  deux  points  de  ce 
plan,  soient  mn,  et  m'n'  les  portions  de  droite  qui 


Fil/,  m. 
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rcprcscnfcnt  en  direction,  sens  et  grandcnr,  les  vitesses  respec- 
tives des  points  m  et  /»'.  Par  liypotlièse,  ces  deux  vitesses  diffè- 
rent en  quelque  chose. 

Supposons  d'abord  que  les  vitesses  mn,  m'n  soient  parallèles. 
Il  faut  alors  qu'elles  soient  toutes  deux  perpendiculaires  à  la 
droite  mm'.  Autrement,  et  puisqu'elles  diffèrent,  leurs  compo- 
santes, suivant  cette  droite,  ne  pourraient  être  égales  et  de  même 
sens.  (Théorème  I,  n"  8.)  Tirons  la  droite  nn' ,  et  déterminons  le 
point  0  où  elle  vient  couper  la  droite  mm' .  I!  est  visible  qu  une 
rotation,  commençant  autour  du  point  o  peut  communiquer  aux 
deux  points  m  et  m'  leurs  vitesses  actuelles  et  simultanées.  Con- 
cluons que  cette  même  rotation  communique  en  même  temps  à 
tous  les  autres  points  du  plan  mobile  leurs  vitesses  respectives. 
(N"  10,  théorème  III,  corollaire  !.)  On  voit  d'ailleurs  qu'en  dési- 
gnant par  IV  la  vitesse  angulaire  qui  correspond  à  la  rotation  du 
plan  mobile  autour  du  point  o ,  et  par  p  l'extrémité  de  la  vitesse 
m'n'  transportée  au  point  m ,  on  a  très-simplement. 


mn  mn  mn — mn  np 

mo  m'n  mm'  min' 


Supposons  maintenant  les  vitesses  mn ,  m'n'  non  parallèles,  et 
considérons  le  point  o  situé  à  la  rencontre  des  per- 
pendiculaires élevées,  lune  en  m  sur  mn,  l'autre 
en  m'  sur  m'n'.  Si  l'on  détermine  la  vitesse  du 
point  0  d'après  le  procédé  du  n"  10,  on  reconnaît 
immédiatement  que  cette  vitesse  est  nulle.  D'un 
autre  côté,  si  l'on  transporte  en  m,  sur  mp,  la 
vitesse  m'n',  et  qu'on  tire  Ja  droite  tip,  on  voit  que 
cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  mm'. 
(Théorème  II,  n"  0).  Les  triangles  mpn ,  m'om  sont  donc  sem- 
blables, et  Ton  a 

mn         mp  np 

mo  m'o         mm'  ' 

la  longueur  mp  pouvant  être  remplacée  parla  longueur  égale  m'n'. 


H  suit  (le  là  qu'une  loUitioii  fommençant  autour  du  point  o, 
avec  la  vitesse  angulaire 

nm  m'n'  np 

mo  m'a  mm'  ' 

eommum'que  aux  deux  points  m  et  m'  leurs  vitesses  actuelles  et 
simultanées.  Concluons  que  cette  même  rotation  communique  en 
même  temps  à  tous  les  points  du  plan  leurs  vitesses  respectives  '. 
(N"  10.  Théorème  III,  corollaire  1.) 

J^e  point  0  déterminé,  comme  on  vient  de  le  voir,  est  désigné 
sous  le  nom  de  centre  instantané  de  rotation. 

A  chaque  position  du  plan  mobile  répond  une  position  du  cen- 
tre instantané  de  rotation,  et  le  point  du  plan  qui  coïncide  avec 
ce  centre  a  une  vitesse  nulle.  Si  le  centre  instantané  de  rotation 
était  fixe  sur  le  plan  mobile,  c'est-à-dire  s'il  coïncidait  toujours 
avec  un  seul  et  même  point  de  ce  plan ,  il  serait  absolument  fixe , 
puisqu'il  resterait  en  un  même  point  constamment  dénué  de  vi- 
tesse. Le  mouvement,  du  plan  se  réduirait  donc  à  une  rotation 
simple  autour  d'un  centre  fixe.  3Iais,  en  général,  il  en  est  autre- 
ment. Il  faut  donc  que  le  centre  dont  il  s'agit  change  incessam- 
ment de  position  dans  le  plan  mobile.  Concluons  qu'e»  général 
tout  déplacement  d'un  plan  sur  lui-même  résulte  du  double  mou- 
vement d'un  point  et  du  plan,  le  point  glissant  dans  ce  plan  en 
même  temps  que  le  plan  tourne  autour  de  ce  point. 

Soit  fx.  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  de  manière  à  coïncider 
constamment  avec  le  centre  instantané  de  rotation.  Ainsi  quon 
vient  de  le  voir,  le  point  ^a  glisse  dans  le  plan  mobile.  Il  a  donc 
dans  ce  plan,  et  pour  chaque  position  du  plan,  une  vitesse  actuelle 
déterminée.  La   rotation  qui  s'accomplit  autour  du  point   /x  ne 

^  On  parvifnil  plus  vile  à  cette  conclusion  en  observant  qu'une  rotalioii 
commençant  autour  du  point  o .  avec  la  vitesse  angulaire 

mn 
mo  ' 

communique  aux  deux  points  m  et  o  leurs  vitesses  actuelles  et  simultanées. 
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pont  alléror  en  rien  eette  vitesse  :  elle  est  done  aussi  la  vitesse  du 
point  (j.  dans  1  espace  '. 

l'a.  Considérons  le  plan  mobile  à  un  instant  queleonque.  Soit 
P  ce  plan;  o  le  centre  instantané  de  rotation;  !t;  la  vitesse  angu- 
laire du  ]>lan  P  autour  du  centre  o;  m  un  point  quelconciue  du 
plan  P;  r  la  vitesse  du  point  >/). 

On  sait,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  vitesse  r  est  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  om  et  représentée  en  grandeur  par  le 
pioduit  om  .ic. 

Imaginons  qu'on  transporte  de  o  en  )n  la  rotation  w,  et  qu'en 
même  temps  -  Ton  impiime  au  plan  P  une  translation  représentée 
en  direction,  sens  et  grandeur  parla  vitesse  r. 

La  rotation  îf  transportée  en  in  se  compose  avec  la  translation 
V,  de  manière  à  communiquer  aux  deux  points  m  et  o  leurs  vi- 
tesses actuelles  cl  simidtanées.  H  s'ensuit  que  cette  rotation  et  eette 
translation  communiquent  en  même  temps  à  tous  les  points  dn 
jdan  P  leurs  vitesses  respectives. 

De  là  résulte  la  déduction  suivante  : 

L'état  de  mouvement  d'vn  plan  qui  se  meut  sur  hii-même  et 
dont  tous  les  points  n'ont  pas  en  même  temps  même  vitesse,  peut 
être  considéré  soit  comme  se  réduisant  à  une  rotation  simple  au- 
tour du  centre  instantané,  soit  comme  résultant  de  cette  même 
rotation  transportée  autour  d'un  point  quelconque  du  plan  mo- 
bile et  composée  avec  une  translation  égale  à  la  vitesse  de  ce  point. 

dô.  Lorscpi'une  droite  se  déplace  dans  un  plan ,  on  peut  conce- 
voir qu'elle  entraine  ce  plan  avec  elle.  Tout  se  passe  donc  connue 
nous  l'avons  vu  pour  le  cas  général  d'un  plan  qui  se  meut  sur 
lui-même.  A  chaque  position  de  la  droite  mobile  répond,  en  gé- 
néral, un  centre  instantané  de  rotation,  et,  pour  chaque  point, 

1  Considérons  les  traces  du  point  /.<;  sur  le  plan  mobile  et  dans  l'espace  : 
soit  s  la  première  et  s'  la  seconde.  Il  est  visible  que  la  ligne  s'  est  l'enveloppe 
des  [)Osilions  successives  de  la  ligne  s.  On  voit  aussi  que  le  mouvement  du 
l)lan  mobile  est  le  même  que  si  la  ligne  s  roulait,  sans  glisser,  sur  la  ligne  .s'. 

-  Il  sullil  pour  cela  d'imprimer  celle  vitesse  ;i  deux  points  du  plan  P,  soit, 
par  exemple,  aux  deux  poiiils  vi  el  o.  (Xn'w  n"  10,  ilieoivme  111,  cdrollaire  ■2".'\ 
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iiK'iiK'  \ilcss(>  (|iio  sil  y  inail  rol.ifioii  simple  îiiitoiii'  de  co  cciiIih! 
su|i|>()s(';  li\('. 

(IniisidcM-ons  la  droite  dont  il  s'agit  dans  une  position  (piclcoii- 
y.Y,.    /.)  que  délcrminée.  Soil  ah  celle  position,  o  la 

position  correspondanle  du  centre  instantané 
de  rotation,  o'  le  pied  de  la  perpendiculaiic 
abaissée  du  point  o  sur  ah.  ))i  un  [)oint  (juel- 
eonqne  de  la  droite  (xj',  v  la  vitesse  angulaire 

i  actuelle  de  la  droite  mobile.  Nous  savons  déjà 

"'  que  les  vitesses  actuelles  des  difi'crents  points 

de  la  droite  ab  sont  les  mêmes  que  si  celte  droite  tournait  autour 
du  eenire  o  avec  la  vitesse  angulaire' h*.  Nous  ajoutons,  oonl'ornK'- 
inent  à  la  déduction  du  n"  12,  qu'on  peut  considérer  ces  mêmes 
vitesses  comme  l'ésultant  d'un  glissement  et  d'une  rotation  simul- 
âmes, la  droite  ah  tournant  autour  du  point  m  avec  la  vitesse  w 
el  glissant  en  même  (enij»s  sur  ellc-juême  avec  la  vitesse 

r   =:   OUI.    ir. 

Étant  données  les  vitesses  simultanées  des  différents  points  de 
la  droite  fl^,  on  peut  considérer  exclusivement  ou  isolément  leurs 
composantes  normales  à  cette  droite.  Ces  composantes  sont  celles 
que  nous  avons  déjà  désignées  sous  le  nom  de  vitesses  de  circula- 
tion. Pour  les  obtenir  toutes  à  la  fois,  et  rien  qu'elles,  il  sufïit  de 
transporter  en  o'  la  rotation  ir.  Le  point  o',  déterminé  par  la  pro- 
jection du  point  0  sur  la  droite  ah,  est  dit  centre  instantané  de 
circulation.  Il  se  distingue  des  autres  points  de  la  droite  ah  en  ce 
quïl  n'a  pas  de  vitesse  de  circulation,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  ce  que  sa  vitesse  actuelle  est  une  vitesse  de  glissement  dirig('e 
tout  entière  suivant  la  droite  mobile. 

Les  déductions  qui.  précèdent  ne  s'appliquent  pas  seulement  à 
une  droite  qui  se  meut  dans  un  plan  supposé  fixe  :  elles  s'appli- 
(picnt  également  à  toute  droite  située  dans  un  plan  qui  se  meut 
sur  lui-même.  Elles  peuvent  se  résumer  dans  les  termes  suivants  : 

Lorsqu'une  droite  se  meut  dans  un  plan,   son    wouremoit  se 
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compose  iVun  glissement  sur  elle-même  el  d'titte  rofafion  aulonr 
d'un  point  choisi,  comme  on  veut,  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  instantané  de  rotation.  Quel  que  soit  ce  point,  la  vitesse 
angulaire  reste  toujours  la  même.  La  vitesse  de  glissement  est  la 
vitesse  effective  du  point  choisi  pour  centre  '. 

Observons  que  si  Ton  considère  un  point  assujetti  à  coïncider 
toujours  avec  le  centre  instantané  de  circulation,  ce  point  a  pour 
vitesse  non-seulement  la  vitesse  de  glissement,  commune  à  tous 
les  points  de  la  droite  mobile,  mais  en  outre  celle  qui  anime,  pa- 
rallèlement à  cetie  droite,  le  centre  instantané  de  rotation,  consi- 
déré dans  ses  positions  successives. 


Règle  générale  du  rjuadrilafère  des  vitesses. 

14.  On  sait  que  la  vitesse  d'un  point  admet  comme  modes 
équivalents  de  représentation  une  infinité  de  systèmes  tous  diffé- 
rents les  uns  des  autres  et  comprenant  chacun  deux  compo- 
santes. 

Lorsqu'on  considère  en  même  temps  deux  de  ces  systèmes,  si 
l'on  connaît  pour  chacun  l'une  des  composantes  qui  en  fait  partie 
et  la  direction  de  lautre  composante,  la  vitesse  du  point  est  dé- 
terminée. 

Soit  ma  la  composante  donnée  dans  l'un  des 
deux  systèmes  que  l'on  considère ,  et  aw  une 
droite  menée  par  le  point  a  suivant  la  direction 
connue  de  Tautre  composante.  Soit  en  même 
temps,  et  de  la  même  manière,  mb  la  compo 
santé  donnée  dans  le  second  système  et  bn  une 
droite  parallèle  à  l'autre  composante.  La  vitesse 
cherchée  est  représentée  en  direction,  sens  et 
grandeur  par  la  diagonale  )nn  du  quadrilatère  manb. 

La  règle  que  nous  venons  de  formuler  dérive  immédiatement 

^  On  ne  perdra  pas  de  vue  que  la  déduction  du  n"  12  s'applique  plus  géné- 
ralement encore  au  mouvement  d'une  droite  dans  un  plan. 
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(le  la  règle  3  du  n"  2.  Nous  la  désignerons  sous  le  nom  de  rèçile 
(lu  (luudn'latère.  On  observera  quelle  est  générale  et  s'applique 
à  tous  les  cas  possibles,  le  quadrilatère  manb  pouvant  être  plan 
ou  gauche,  suivant  les  circonstunces. 


CHAPITRE  IV. 


DU  MOITEMEM  DAJNS  L  ESPACE. 


Fxli'nsio7t  (hs  principes  applicables  au  mottveniPiit  d'une 
droite  et  d'un  point  dans  un  plan. 

15.  Reportons-nous  aux  n"*  6  et  7.  Les  principes  établis  pour 
!a  rotation  d'une  droite  dans  un  plan  permettent  d'écrire  immé- 
dialenient  les  deux  propositions  suivantes  : 

l"  Lorsf^u'iine  droite  ayant  un  point  fixe  tourne  autour  de 
ce  point,  dans  un  seul  et  même  plan,  les  vitesses  des  autres 
points  sont  normales  à  la  droite  et  respectivement  proportion- 
nelles aux  rayons  vecteurs  correspondants. 

2"  Lorsqu'un  plan  a  deux  points  fixes  et  qu'il  tourne  autour 
de  la  droite  menée  par  ces  points,  les  vitesses  des  autres  points 
sont  narnuiles  au  plan  et  respectivement  proportionnelles  aux 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  l  axe  de  rotation. 

Cela  posé,  voici  les  conséquences v: 

Théorème  V.  —  Lorsqu'une  droite  ayant  un  point  fixe  tourne 
autour  de  ce  point,  les  vitesses  des  autres  points  sont  normales  à 
la  droite,  parcdlèles  entre  elles  et  respectivement  proportionnelles 
aux  rayons  vecteurs  correspondajits. 

Soit  OL  une  droite  ayant  un  point  fixe  0  et  tournant  autour 
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(le  ce  point.  Prenons  en  deliors  de  la  droite  OL  nn  second  point 
fixe  0'. 

,..      ,,  Soit  P  un  plan  assujetti  à  passer  eonstaniincnt  par 

la  droite  OL  et  par  les  deux  points  0,  0',  supposés 
^/      fixes  dans  ce  plan. 

/  On  voit  aisément  que  la  rotation  de  la  dioite  OL, 

/  autour  du  point  0,  se  compose,  en  général,  de  deux 

/  rotations  siniulfanée.-i,  la  droite  OL  tournant  dans 

le  plan  P  en  niêine  temps  que  ce  plan  tourne  auloiir 

/  de  la  droite  00'. 

Soient  m,  m'  deux  points  quelconques  de  la 
droite  OL,  et  nip,  )n'p'  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  ces  points  sur  la  droite  00'. 

Les  vitesses  communiquées  aux  points   m,   m', 
par  la  rotation  de  la  droite  OL  dans  le  plan  P,  sont 
normales  à  cette  droite  et  respectivement  proportionnelles  aux 
rayons  vecteurs  0//*,  Oin'.  (  Proj)osition  1.) 

Les  vitesses  communiquées  à  ces  mêmes  points,  par  la  rotation 
du  plan  P  autour  de  la  droite  00',  sont  normales  à  ce  plan  et 
respectivement  j)roportionnelies,  d'une  part,  aux  perpendiculaires 
iiip,  iii'p'  (proposition  2),  d'autre  part  et  consécpiemment,  aux 
rayons  vecteurs  Ont ,  Oin'. 

Il  suit  de  là  que  les  vitesses  totales  imprimées  sinmltanément 
aux  points  m,  iti'  sont,  cotnitie  leurs  coiiiposantes,  parallèles 
entre  elles,  perpendiculaires  à  la  droite  OL  et  respectivement  pro- 
portioniw'lles  aux  rayons  vecteurs  Oui ,  Oui'. 

CoROLLAïUD.  —  L  état  de  moiiienienl  qui  anime  la  droite  OL 
à  un  instant  fjuelcon(/iie  dêterniinê  est  le  même  (pie  si  cette  droite 
tournait  autour  du  point  0,  dans  le  plan  '  oi)  sont  dirifjées  les 
vitesses  totales  de  ses  différents  points. 

1G.  TiiÉouHME  VI.  —  Les  vitesses  simultanées  des  différents 
points  d'une  droite  étant  décomposées  suivant  la  droite  et  norma- 

1  Pour  déterminer  ce  plan,  il  suftit  de  connaître  la  [lositloii  île  la  droite  OL 
cl  la  direction  de  la  vitesse  qui  anime  un  point  quelconque  de  cette  droite. 
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Icinciil  a  sa  illn'ctiiin ,  les  coin  jjnsd/i  les  diiKji'es  siiiio/il  le  (huile 
.siijil  huiles  é()(iles  el  de  iiiéiiie  .se/is. 

Pour  ilriiioDlrci'  ce  llirorcme,  il  siillil  de  rcprodiiirc  littéralo- 
lueut  les  déduc'lioiis  du  u°  8.  Oc  là  icsullcnt  les  corollaires  sui- 
vants : 

1"  Lorsiju  un  jiuiiil  il  mit'  il  mile  est  uni  un''  il  une  vilcsse  pci'- 
pendiculaire  à  celte  droite,  la  même  eonditioji  subsiste  en  même 
tenijhs  pour  tous  les  autres  points. 

•2°  Les  vitesses  simvltanées  des  di/férenls  jxilnls  il'inie  droite 
sont  toutes  parallèles  à  un  même  plan;  le  lien  de  leurs  extré- 
mités est  une  droite  oblique  sur  la  premii-re. 

ù°  Etant  données  les  vitesses  simultanées  de  deux  points  d'une 
droite,  toutes  les  autres  en  résultent.  Elles  sont  parallèles  à  un 
même  plan  et  aboutissent  à  une  même  droite,  tous  deux  déter- 
minés, le  plan  par  les  directions  des  vitesses  données,  la  droite 
par  les  extrémités  de  ces  mêmes  vitesses  '. 

4"  Lorsffue  les  vitesses  simultanées  de  deux  points  d'une  droite 
sont  dirigées  datis  un  seul  et  même  plan,  ce  plan  contient  à  la 
fois  ta  droite  el  les  vitesses  simultanées  de  tous  ses  points  : 

5"  Lors(fue  deux  points  d'une  droite  ont  en  même  temps  même 
vitesse,  cette  vitesse  est  commune  à  tous  les  autres  points; 

()°  Lors(/ue  deux  points  d  une  droite  n'ont  pas  en  même  temps 
même  vitesse,  les  vitesses  diffèrent  en  cha((ue  point. 

17.  On  voil  par  ce  qui  pr('cède  comment  les  propositions  du 
n°  8  se  généralisent  et  s'aj)pliquent  au  mouvement  (juelconque 
dune  droite  dans  respacc.  L'cnoneé  du  i\°  9  comporte  la  même 
extension.  De  là  résulte,  en  général,  le  théorème  suivant: 

Théouème  VII.  —  Si  l'on  transporte  en  un  même  point  (/uel- 
conque  tes  vitesses  simulta)iêes  des  différents  points  d'une  droite, 
ces  vitesses  ont  leurs  extrémités  sur  une  seule  et  même  droite 

'  Un  seul  cas  édiaiipe  à  ceUe  règle,  celui  oii  les  vitesses  des  ililléieiils 
lH>iiits  lie  la  ilioile  soiil  toiUes  situées  dans  un  seul  et  uièiiie  plan.  Ce  cas  se 
résout  par  la  coiislructiou  du  ii"  8,  (jui,  d'ailleurs,  est  tout  à  lait  gcuérale. 
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perpendiculaire  à  la  première.  A  chaque  point  de  celle-ci  corres- 
pond lin  point  de  Vautre  et  réciproqnenient. 

Pour  déniontrer  ce  théorème,  il  suflit  de  faire  observer  qu'après 
leur  transport  en  un  même  point,  les  vitesses  des  différents  points 
de  la  droite  mobile  ont  leurs  extrémités  situées  toutes  à  la  fois  dans 
trois  plans  déterminés.  Le  premier  de  ces  plans  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  mobile  (n"  16,  théorème  VI^:  le  seeond  et  le 
Iroisième  sont  respectivement  parallèles,  l'un  aux  vitesses  consi- 
dérées (n"  !G,  corollaire  2),  l'autre  aux  deux  droites  qui  limitent 
ces  mêmes  vitesses  prises  dans  leur  vraie  position  (n°  16,  corol- 
laire 2). 

18.  Reprenons  la  définition  déjà  donnée  pour  la  ligne  courbe 
au  n"  o. 

La  courbe  est  la  trace  d'un  point  qui  se  )neut  sur  une  droite 
mobile  ',  le  point  glissant  sur  la  droite  et  la  droite  tournant 
autour  du  point ,  tous  deux  simultanément. 

Cette  définition  est  tout  à  fait  générale. 

De  ce  que  la  directrice  tourne  à  chaque  instant  autour  du  point 
décrivant,  il  s'ensuit  que  les  vitesses  simultanées  de  ses  diffé- 
rents poinis  sont  dirigées  toutes  à  la  fois  dans  un  seul  et  même 
plan.  (N"  15,  théorème  V,  corollaire.)  Ce  plan  peut  être  fixe;  il 
peut  aussi  tourner  incessamment  autour  de  la  directrice.  Dans  le 
premier  cas,  la  courbe  engendrée  est  plane;  dans  le  seeond,  elle 
est  à  double  courbure  ;  on  désigne  alors  sous  le  nom  de  plan 
osculateur  le  plan  mobile  déterminé,  pour  chaque  position  de  la 
directrice,  par  les  vitesses  simultanées  de  ses  différents  points. 

Considérons  en  particulier  le  point  décrivant.  Il  a  même  état 
de  mouvement  que  si  la  directrice  et  le  plan  osculateur  s'arrêtaient 
tous  deux  dans  les  positions  qu'ils  affectent  à  l'instant  considéré. 
On  voit  d'ailleurs  aisément  que  les  vitesses  de  ses  projections  sur 
les  axes  coordonnés  sont  les  projections,  ou,  ce  qui  revient  au 

1  Considérée  par  rapport  au  point  décrivant ,  cette  droite  est  désignée  sous 
le  nom  de  directrice. 


Fiy.  lo. 
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juciiic,  k'b  comj)()s;mtcs  irspcclivt's  de  su  vilcsic  suivanl  ct-s  iiit-mcs 
axes.  De  là  irsuliciii  plusieurs  règles  faciles  à  établir  et  doiil  il 
sullil  ({lie  nous  domiions  les  énoncés  : 

i''"  RÈGLE.  ~  Le  [mini  m  éluul  aniiiu'  de  trois  vitesses  actuelles 
et  simultanées,  représentées  en  direction,  sens  et  grandeur  par 
les  portions  de  droite  ma,  nib,  nie,  la  vitesse  résultante  est  repré- 
sentée, en  direction,  sens  et  grandeur,  par  la  diagonale  nui  du 
parallélépipède  inabcn  construit  sur  les  trois  côtés  ma,  mb,  me. 
2""  RÈGLE.  —  L'tanf  donnée  lu  droite  mn,  (fui  représente  en 
direction ,  sens  et  grandeur  la  vitesse  ac- 
tuelle du  point  m,  si,  sur  cette  droite 
prise  pour  diagonale,  on  construit  un 
parallélépipède  quelconciue  inabcu  ,  la 
vitesse  du  point  m  peut  être  considérée 
comme  résultant  de  trois  vitesses  simitl- 
tanées,  représentées  en  direction,  se7is  et 
grandeur  par  les  côtés  ma,  nib,  me. 
o"""  RÈGLE.  —  Le  point  ni  étant  animé 
de  il  vitesses  actuelles  et  simultanées ,  représentées  en  dii^ection, 

sens  et  grandeur  par  les  portions  de  droite  ma,  ab,  bc pq, 

placées  bout  à  bout  les  unes  après  les  autres,  la  vitesse  résultante 
est  représentée  en  direction,  sens  et  grandeur  par  la  droite  mq, 
qui  joint  l'origine  de  la  premii-re  droite  à  l  extrémité  de  la  der- 
nière ^ 

4°"'  RÈGLE.  — Étant  donnée  la  droite  mq,  qui  représente  en  di- 
rection, sens  et  grandeur  la  vitesse  actuelle  du  point  m,  si ,  sur 
cette  droite  prise  pour  côté ,  on  construit  un  polygone  quelconque 

mabc pq,  la  vitesse  du  point  m  peut  être  considérée  comme 

résultant  des  vitesses  simultanées  représentées  en  direction,  sens 
et  grandeur  par  les  côtés  successifs  ma  ,  ab,  bc pq  '• 


'  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure  qui  s'applique  eu  même  temps  au  cas 
de  la  ô'"«  rèale  et  à  celui  de  la  4™«. 
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•    CHAPiTUE  V. 

DU   MOUVEMENT    DANS    l'ÈSPACE    d'uNE    DROITE,   d'u.\  PLAN 

d'un  solide. 


Expose  (les   fliroi  hiicx  fhiKhnuciiUdi.r. 

li*.  TiiKoutHi';  Vlll.  —  Liir-Sf/ti  tni  solide  se  ineul ,  si  les  vitesses 
(le  trois  points  non  sil(((''S  en  liijne  droite  sont  délerniinées,  celles 
de  tons  les  antres  points  le  sont  en  même  temps. 

Soient  a,  h ,  r  trois  points  non  situés  en  ligne  di'oite  et  nppav- 
tcnant  à  nn  solide  qui  se  meut.  Par  liypothèse,  on  connaît  les 
vitesses  actuelles  et  simultanées  des  trois  points  a,  h,  e. 

Soit  in  un  ])oint  quelconque  du  solide  pris  en  dehors  du  plan 
abc  '.  Transportons  en  ni  la  vitesse  du  point  u  et,  par  son 
extrémité,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  ma.  En 
répétant  cette  opération  d'abord  pour  la  vitesse  du  point  h  et  la 
droite  mh,  ensuite  pour  la  vitesse  du  point  c  et  la  droite  me,  nous 
avons  deux  nouveaux  plans  respectivement  perpendiculaires,  l'un 
à  la  droite  mb,  l'autre  à  la  droite  me. 

Soit  71  le  point  unique  -  commun  aux  trois  plans  ({uc   nous 

'  Si  le  point  m  élail  pris  ilans  le  plan  abc.  on  (tlitienili'ail  dircclcnicnl  sa 
vitesse  eu  opérant  comme  dans  le  cas  général  et  observant  (jue  l'exlremite  de 
celle  vitesse  aboutil  au  plan  déterminé  par  les  extrémités  des  trois  autres 
prises  dans  leur  vraie  ])osilion.  Cela  résulte  évidemnieni  ilii  corollaire  '2  du 
tiiéorème  VI. 

2  Les  intersections  Uu  premier  i)lan  avec  chacun  des  deux  autres  sont  res- 
[leclivemenl  perpendiculaires,  l'une  au  plan  anib .  l'autre  an  |>lan  ame.  TCII.'s 
ne  peuvent  être  parallèles,  puisque,  par  construction,  les  deux  plans  amb  , 
amc  diffèrent.  Il  s'ensuit  qu'étant  situées  dans  un  même  |)lan,  elles  se  cou- 
pent nécessairement  en  un  point  unique. 
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\cin>ii-<  (le   (Irlcriiiimr  :  la  dniilc  mu  n'/ncscnlc ,   e/i  dli  crlioii , 
sens  cl  (frainkin-,  la  vilcsse  dit  poini  m. 

Il  sullil  (le  se  ropoi'lcr  au  llirorèuii;  VII,  m"  17.  [loiir  \(iircuui- 
jneiil  s'c\j)li(|ucul  cl  se  juslilicut  la  couslrueliou  et  la  proposiiiuu 
qui  précèdent. 

CoROLLAiRKS.  --  1.  Toiil  iHodc  de  déjdace)iienl  (fiii  conuniinùfuc 
à  trois  points  d  itn  solide ,  non  silués  en  liijne  droite,  leurs  vi- 
tesses aetiielles  et  simultanées ,  remplit  en  même  temps  lu  même 
condition  pour  tous  les  autres  points. 

2.  Si  trois  points  d'un  solide,  non  situés  en  liijne  droite,  ont 
en  même  temps  même  vitesse,  cette  vitesse  est  commune  à  tous  les 
outres  points. 

'■20.  TincoKKME  IX.  -  Lorsffu'un  solide  se  meut  et  que  tous  ses 
pf)ints  n'ont  pus  en  même  temps  même  vitesse ,  parmi  les  droites 
([u'on  peut  considérer  comme  faisant  partie  du  solide,  il  en  est 
une  dont  l'état  actuel  de  mouvement  se  réduit  à  un  simple  (jlisse- 
ment  sur  elle-même.  Celte  droite  est  désignée  sous  le  nom  d'wE 
i.NsrA>TANL  ci.issANT.  Les  ritesscs  simultanées  des  différents  points 
du  solide  sont  les  mêmes  que  si,  (jlissunt  avec  cet  axe,  il  tournait 
en  même  temps  autour  de  ce  même  axe. 

Soil  uii  solide  ([ui  se  meut  et  dont  lotis  les  points  n'ont  pas 
même  vitesse  à  l'instant  que  Ion  considère. 

Soicul  m ,  m',  m"  irois  points  de  ce  solide,  non  situés  en  ligne 
droite;  r ,  t',  v"  leurs  \itcsses  respectives,  actuelles  et  sinud- 
(anées. 

Transportons  en  m  les  trois  vitesses  v,  v' ,  v"  et  supposons 
quelles  y  soient  représentées,  la  vitesse  v  par  )nn,  la  vitesse  v' 
jtar  mn',  la  vilcsse  v"  par  ma".  Sur  le  plan  déterminé  par  les 
extrémités  n,  n ,  u" ,  projetons  orlhogonalcment  le  triangle 
)um'm",  et  désiguons  par  y>  la  projection  du  point  m,  pary>'  celle 
du  point  m',  par;/'  celle  du  point  m".  Si  nous  lirons  les  droites 
jin,  pn  ,  pn",  il  est  visible  que  cliacune  des  trois  vitesses  mn, 
mn',  mn"  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  composante 
commune  la  vitesse  mp,  la  seconde  composante  étant  située  dans 
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^^(1-  ^^-  \v  plan  lui'n"  et  représcii- 

.»z"  téc  \iav  pu  pour  la  vitesse 

V ,  par  pu'  pour  la  vifesse 
v',  piiv  pu"  pour  la  vitesse 
v".On  sait,  d'ailleurs,  que 
les  droites  un',  n!  n" ,  tt"n, 
sont  respeclivemeiit  per- 
pendiculaires nn'  à  mm', 
n'n"  à  III m",  n"nh.  m" lit. 
(Théorème  VII.) 

Cela  posé,  la  droite  >in' 
'-,,-'  /   /    i     .  ,  est  en  même  temps  per- 

pendiculaire aux  droites 
mp,  in'p',  miu' ;  elle  est 
donc  perpendiculaire  au 
plan  mpp'm'  et,  par  consé- 
quent, à  la  droite  pp'.  On 
démontrerait  de  même  que 
71  >i"  est  perpendiculaire  à 
//;/'  et  )i"/i  à  ])"p.  Il  suit  de  là  que  les  perpendiculaires  menées 
dans  le  plan  pp'p",  en  p  sur  pu,  en  ]/  sur  pu',  en  p"  sur  pu", 
se  coupent  toutes  trois  en  un  même  jioint  o  et  satisfont  aux  con- 
ditions suivantes  '  : 


p/l 

-  ^^'_  = 

'—-  = 

nn            n  n 

n   n 

op 

op' 

op" 

pp            p'p" 

P"P 

Considérons  la  normale  élevée  en  o  sur  le  plan  nn'n" ,  cl  inia- 

■•  Celte  déduclioii  résiille  iniinédi;ileinenl  de  Puue  ou  rautrc  des  coiisidé- 
ralions  suivantes  : 

1°  Pris  deux  à  deux  et  groupes  cuniuie  il  suit,  les  triangles  opp  et  pnit' , 
opp"  et  pnn",  op'p"  et  pn'n"  ont  leurs  trois  côtés  respectivement  perpendi- 
culaires et  sont ,  par  conséquent,  semblables; 

2"  Prises  deux  à  deux ,  les  composantes  pu  ,  pu',  pu"  ont  mêmes  projec- 
tions orthogonales,  jm  et  pn'  sur  pp',  pu'  et  pu"  sur  p'p".  pu"  et  pu  sur  ;/'y>. 
On  i)eut  donc  appli(|uer  ici  les  résultats  étal)lis  n"  H. 
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giu')ii>,  (|iic  If  solide  luuriic  ru  i^lissaiiL  le  long  de  ccIIl-  iioiiiiiilc. 
Si  la  vilcssi'  de  rotation  est  égale  an  rapport  y,,  ot  ooiic  de 
glissenienl  à  la  eoniposnnte  mp,  il  est  évident  que  ee  donble  nion- 
veinent,  pcis  à  son  origine,  connnnniqnc  anx  trois  points  m ,  in', 
in"  leurs  vitesses  actuelles  et  simultanées  '.  Concluons  c[ne  ee 
mèuie  double  mouvement  communique  en  même  temps  à  tous  les 
points  du  soliile  leurs  vitesses  respectives.  (Théorème  VIII,  corol- 
laire  I.) 

On  donne;  à  la  droite  d('terminée,  comme  on  vient  de.  le.  \oir 
[)ar  la  condition  de  contenii'  le  point  o  et  d'être  normale  an  plan 
nn'n",  le  nom  d'oxe  ÛDitanfané  glissant.  A  chaque  position  du 
solide  (pii  se  meut  correspond  nne  position  particulière  de  l'axe 
instantané.  En  général,  Tune  et  l'autre  changent  inccssammenl. 
Dans  tous  les  cas,  les  vitesses  des  différents  points  du  solide  sont 
à  chaque  instant  les  mêmes  que  si,  glissant  avec  cet  axe,  il  tour- 
nait en  même  temps  autour  du  même  axe  '^. 

'  Les  iwints  m  el  p ,  m'  et  p',  m"  et  ;)"  sont  situés  deux  à  ilcux  sur  des 
(iioitos  parallèles  à  la  normale.  Dans  la  rotation  avec  glissement  le  long  de  la 
iH)rniale,  tous  les  pciiuts  situés  sur  une  même  parallèle  à  la  normale  ont  évi- 
(lemmenl  même  vitesse. 

2  De  là  résultent  les  déductions  suivantes  : 

Considérons  une  droite  assujettie  à  coïncider  toujours  avec  l'axe  instantané 
glissant.  Considérons  en  même  temps  les  traces  de  cette  droite  dans  le  solide 
en  mouvement  et  dans  Tespace.  Ces  traces  sont  des  surfaces  réglées.  Soit  v  la 
première  et  *■'  la  seconde.  Il  est  visible  que  la  surface  s'  est  l'enveloppe  des 
positions  successives  de  la  surface  .v.  On  voit  aussi  que  le  mouvement  du  solide 
est  le  même  que  si  la  surface  s  roulait  sur  la  surlace  s'  en  glissant  le  long  de 
i'aréte  de  contact. 

Lorsque  le  solide  renferme  un  point  lixe  ,  l'axe  instantané  passant  par  ce 
l)oint,  les  surfaces  s,  s'  sont  des  cônes  ayant  le  point  tixe  pour  sommet  com- 
num  et  roulant  l'uue  sur  l'autre  sans  glisser. 

Eu  général,  tout  mouvement  d'un  solide  se  compose  d'une  translation  em- 
pruntée à  l'un  de  ses  points  et  d'une  rotation  simultanée  autour  de  ce  même 
point.  Si  la  rotation  subsistait  seule,  le  mouvement  se  réduirait  au  roulement 
du  cône  s-  sur  le  cône  s'.  Pour  tenir  compte  de  la  translation ,  il  sutBt  de  la 
comnuuiiiiuer  à  ces  deux  cônes ,  sans  rien  changer  d'ailleurs  à  leur  mouve- 
ment relatif. 

Tel  est,  dirons-nous  avec  M.  Poinsot,  et  en  généralisant  l'énoncé  (jue  nout-- 
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1*0111'  avoir  la  iliircliuii  de  1  a\c  iM>laiilaia' ,  il  siillil,  cii  yôiicral, 
(le  (iaii.sporlcr  en  un  nièiiic  j)oinl  qiicleoncjuc  «  les  vilesses  ae- 
tuelles  et  siiiuillanées  de  trois  points  m,  ni',  m"  non  situés  en 
ligne  droite.  Soient  u,  h',  h"  les  extrémités  respectives  des  trois 
\  ilesses  transportées  au  point  a  et  P  le  plan  (iirelles  déterminent. 
La  |)eri)endienlaire  abaissée  du  point  «  sur  le  plan  P  fixe  la  dirce- 
tion  de  l'axe  instantané  et  rejnésentc  la  vitesse  de  glissement  le 
long  de  eet  axe.  La  vitesse  de  rotation  autour  de  ee  même  axe  a 
pour  mesure  1er  rapport  de  la  droite  un'  à  la  projection  sur  le 
plan  P  de  la  droite  correspondante  mm'. 

î2l.  La  solution  précédente  est  en  défaut  lorsque  deux  des  trois 
points  n  un"  se  eonfondenl  '  ou  ijuMIs  tombent  tous  les  trois  sur 
une  seule  et  même  droite. 

Observons  qu'en  ce  cas,  la  droite  nn'n"  est  nécessairement  per- 
pendiculaire au  plan  mm'm".  Cela  résulte  évidemment  du  (béo- 
rèmc  Yin.  Voici  d'ailleurs  les  conséquences  : 

Prenons  un  quatrième  point  /x  situé  en  dehors  du  plan  des  trois 
premiers.  Parmi  les  quatre  points  m ,  m',  m",  fjL,  il  en  est  trois  au 
moins  dont  les  vitesses  transportées  en  a  n'ont  i)as  leurs  extré- 
mités situées  sur  une  seule  et  même  droite  -.  Ceia  suffît  pour  que 
la  solution  précédente  devienne  aj)plicable. 

Poursuivons.  Puisque  l'axe  instantané  glissant  et  le  plan  m)u'm" 
sont  Ions  deux  perpendiculaires  à  la  droite  nn'n" ,  il  s'ensuit  qu'ils 
soni  parallèles  entre  eux.  Considérons  la  projection  de  faxc  instaii- 
laiié  sur  le  plan  mm'm"  :  elle  est  parallèle  à  cet  axe,  et  elle  a, 

lui  ('iii|iiiniloii^,  It^l  l'sl  le  plus  liaiil  point  de  cluvlè  oii  l'on  puitise  parti;)'  l'idée 
si  obscure  et  si  complexe  du  inoacenienl  d'un  corps  dans  l'espace.  S'il  s'ayil 
de  l'état  actuel  du  inouvonieiU  de  ce  corps  à  un  instant  quolconipio  délenuiné , 
il  est  plus  simple  de  consitlérer  le  corps  coninie  une  vis  tournant  dans  son 
ccrou. 

'  11  n'y  a  pas  lieu  de  eonsidérer  le  cas  où  les  liois  points  n,  n',  n"  se  con- 
Ibndraient,  c'esl-à-dire  oii  trois  points  du  solide,  non  situés  en  ligne  droite, 
auraient  inènic  vitesse.  On  sait  (pien  ce  cas ,  cette  même  vitesse  est  commune 
à  tous  les  autres  points. 

-  S'il  en  était  aulreuienl,  il  landrail  (|u'une  seule  et  niènie  droite  fût  en 
même  temps  perpendiculaire  à  deux  jilans  non  parallèles  ,  ce  cpii  est  iinpos- 
.  sil)lo. 
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poiii'  (liJiciin  (le  ses  points ,  mu*  seule  cl  luèiiie  \  ilesso  dirij^f'-e  ttiiii 
eiilièie  dans  le  plan  nnn'm".  Jl  suit  de  là  (pie  si  Ton  pi'end  les 
vitesses  de  tous  ees  jjoinls  dans  leuis  vraies  positions,  le  lien  de 
leurs  exti'éinités  est  une  parallèle  à  Taxe  instantané  :  oi'.  ce  lien 
est  1  intersection  du  j)lan  nnii'm"  av<'C  le  plan  mené  [)ar  les  e\tr('- 
niit<'s  des  vitesses  v,  v',  v"  prises  dans  leur  j)osition  vérilalde. 
Il  snllil  donc  de  conslriiire  celle  inlerseclion  pour  avoir  une  paral- 
lèle à  l'axe  inst.inlané.  I.e  l'esle  s'achève  comme  [)réc(''demmcnl. 

'2-2.  Tin';()iti:.>n;  X.  ■ —  Si  l'on  (raiisporle  en  un  nx-itie  jwini  (/kcI- 
ronfiuc  les  vifesses  si  mu  (la  nées  des  différenls  joints  d'un  solide, 
les  exlréniités  de  ees  vitesses  uboxtissenl  toutes  à  un  seul  et  )néine 
pluii  perpendiruluire  à  l'axe  instantané  (/lissant. 

Ce  lli('oième  est  une  consécpienee  immédiale  du  théorème  IX. 
On  peut  d'ailleurs  r('lal)lir  directement  et  en  déduire  le  théo- 
rème IX  en  se  fondant  sur  le  théorème  VII  et  procédant  connue 
nous  l'avons  fait  ailleurs.  (Voir  notre  Théorie  (léoiuétrii/ue  des  cen- 
tres et  axes  instantanés  de  rotation.) 

m 

Composition  et  dérotuposition  des  rotations. 

25.  Lorsqu'un  solide  tourne  autour  d'un  axe,  on  rcprésonle  sa 
vitesse  de  rotation  ^)ar  une  portion  de  l'axe  égale  en  longueur  à 
la  grandeur  de  celte  même  vitesse.  On  tient  compte  du  sens  en 
lixant  sur  un  point  quelconque  de  l'axe  l'origine  de  la  longueur 
j)risc  pour  mesure  de  la  vitesse,  et  portant  cette  longueur  du  côté 
où  la  rotation  s'effectue  de  gauche  à  droite,  pour  un  observateur 
placé  le  long  de  l'axe,  les  pieds  à  l'origine. 

Ces  conventions  admises,  il  est  aisé  de  voir  que  deux  rotations 
simultanées ,  autour  de  deux  axes  qui  concourent ,  se  composent 
en  une  rotation  unique ,  de  la  même  manière  que  si  les  portions 
de  droites  qui  /^présentent  ces  rotations  exprimaient  des  r//t'.s.sc.s 
linéaires  animant  en  même  temps  un  se»/  et  même  point .  le  point 
oit  les  axes  concourent. 

\\  sufllt  pour  cela  de  consi(l('rer,  dans  le  plan  des  deux  axes 
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donnés,  trois  points  non  situés  en  ligne  droite  et  de  constater  qu'ils 
acquièrent  même  vitesse,  soit  par  IcfTet  combiné  dos  deux  rota- 
tions composantes ,  soit  par  l'effet  simple  de  la  rotation  résultante. 
On  peut  d'ailleurs  choisir  ces  trois  jioints,  comme  on  veut,  et,  ])ar 
exemple,  en  prendre  un  sur  chaque  axe. 

La  proposition ,  établie  pour  deux  rotations  dont  les  axes  con- 
courent, s'étend  d'elle-même  à  un  nombre  quelconque  de  rotations 
à  axes  concourants.  11  est  clair,  d  ailleurs,  que,  si  |)lusieurs  rota- 
tions simultanées  se  composent  en  une  rotation  unique,  la  léci- 
proque  subsiste  nécessairement  connue  s'il  s'agissait  d'un  point  et 
de  la  vitesse  qui  l'anime. 

Concluons  que,  dans  le  uiourenienf  d'ini  solide,  les  rotations 
à  axes  concourants  se  composent  et  se  décomposent  d'aj)rès  les 
mentes  règles  (jue  les  vitesses  dans  le  )noiiven\ent  d'un  point. 

24.  Deux  rotations  égales  et  de  sens  contraire,  autour  d'axes 
parallèles,  forment  ensemble  un  système  désigné  par  M.  Poinsot 
sous  le  nom  de  couple  de  rotation.  L'elfet  qu'elles  produisent  est 
celui  dune  simple  translation  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
axes  ou  du  couple.  En  nommant  co  la  vitesse  angulaire,  p  la  dis- 
tance des  axes,  et  v  la  vitesse  de  translation  résultante,  on  a 


On  voit  aisément  qu'une  même  vitesse,  y>'/),  est  communiquée 
en  même  temps  aux  différents  ])oinl  de  chacun  des  deux  axes, 
il  s'ensuit  que  cette  même  vitesse  est  commune  à  tous  les  points 
du  solide.  (Théorème  VIII,  corollaire  2.) 

L'identité ,  qui  subsiste  entre  les  couples  de  rotation  et  les  vi- 
tesses de  translation  résultantes,  permet  de  les  substituer  les  uns 
aux  autres  et  d'appliquer  aux  couples  ce  qu'on  a  démontré  pourles 
vitesses,  ou  réciproquement. 

De  là  résultent  immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

i"  Un  couple  de  rotation  peut  être  transporté  et  tourné  comtne 
on  veut,  soit  dans  son  plan,  soit  dans  un  plan  paralli'Ie.  On  peut 
aussi  chtnnp'r  en  )!tri!ir  temps  la  distance  des  axes  et  la  vitesse 
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(iiiffuluirc.  Si  le  moment  ^  du  roupie,  sa  (îlrerh'o)i  el  son  sens 
restent  les  mentes,  rien  ne  ehanfje  (htns  l'effet  produit. 

2"  Les  couples  de  rotation  se  eontposcnt  entre  eux  comme  se 
conrposejil  entre  elles  les  vitesses  résultantes  transportées  en  un 
seul  et  même  point. 

5°  Ktant  donnée  une  rotation  quelctrnriue  autour  d'un  axe  A, 
l'effet  produit  ne  rhanfje  point ,  soit  (/u'elle  sul>siste  seule ,  soit 
(ju'on  la  compose  avec  deux  rotations  égales  et  de  sens  contraire 
autour  d  lin  axe  (juelconf/ue  A'.  Sujrposons  l'axe  A'  paralU'le  à 
l'axe  A ,  et ,  de  part  et  d'autre,  même  grandeur  at)solue  des  vitesses 
angulaires.  La  rotation  autour  de  l'axe  A  équivaut  à  une  rotation 
égale  et  de  même  sens,  s'effectuani  autour  de  l'axe  A'  et  se  cinn- 
jiosant  avec  le  couple  de  rotation  AA'. 

4"  Réciproquement  toute  rotation  s'effectuant  autour  d'un  axe 
A',  et  se  composant  avec  une  translation  perpendiculaire  à  cet  axe, 
se  résout  en  une  rotation  simple,  identique  à  la  première  et  s'ef- 
fectuant autour  d'un  second  axe  A  parallèle  au  premier.  L'axe  A 
('.si  situé  dans  le  plan  mené  par  l'axe  A'  nortnalement  à  la  vitesse 
de  translation.  Il  est  le  lieu  des  points  qui,  dans  la  rotation  au- 
tour de  l'axe  A',  empruntent  à  cette  rotation  une  vitesse  égale  et 
contraire  à  celle  qui  résulte  de  la  translation  donnée. 

a"  Deux  rotations  quelconques  simultanées  ^,  autour  de  deux 
axes  parallèles,  se  composent  en.  une  rotation  unique  autour  d'un 
axe  parallèle  aux  axes  donnés  et  situé  dans  leur  plan.  La  vitesse 
résultajite  est  la  somme  algébrique  des  vitesses  composantes.  L'axe 
résultant  est  le  lieu  des  points  ([ui  empruntent  aux  deux  rotations 
composantes  des  vitesses  égales  et  contraires. 

Pour  justifier  cette  dernière  conséquence,  il  suffit  d'observer 
que  si  l'on  transporte  autour  de  l'axe  résultant  (déterminé  comme 

'  On  appelle  moment  d'un  coni)l('  le  produit  de  la  distance  des  axes  par  la 
vitesse  angulaire.  La  direclion  d'un  couple  est  celle  de  son  plan.  Le  sens  est 
(lélerniiné  par  celui  de  la  vitesse  de  translation  résultante. 

-  11  est  entendu  (|ue  ces  deux  rotations  ne  sont  jjoint  égales  el  contraires, 
autrenicnl  elles  t'ornieraient  un  couple  et  équivaudraient  à  une  simple  trans- 
lation. 
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(tn  vient  de  \c  dire)  les  deux  rolalions  données,  les  deux  couples 
de  rotation  qu'il  faut  eoniposer  avec  elles,  pour  ne  pas  changer 
l'effet  produit,  sont  égaux  et  de  signe  contraire. 

25.  La  connaissance  du  mode  suivant  lecpiel  les  rotations  se 
composent  entre  elles  et  avec  les  vitesses  de  translation  conduit 
très-simplement  à  la  détermination  de  l'axe  instantané  glissant. 

Soient,  en  effet,  ui,  m',  m"  trois  points  d'un  solide  non  situés 
en  ligne  droite,  et  r,  r',  tî"  leurs  vitesses  respectives,  actuelles  et 
simultanées. 

Concevons  une  translation  rendue  commune  à  ces  trois  points 
et  s'effectuant  avec  la  vitesse  v  empruntée  au  point  m.  Il  est  vi- 
sible que  pour  restituer  aux  deux  autres  points  leur  état  actuel  de 
mouvement,  il  faut,  en  général,  composer  cette  translation, 
d'une  part,  avec  une  rotation  de  la  droite  uim'  autour  du  point  /<*, 
d'autre  part,  avec  une  rotation  du  point  m"  autour  de  la  droite 
mm'.  La  première  de  ces  deux  rotations  peut  être  considérée 
comme  s'effectuant  autour  d'une  droite  passant  par  le  point  m , 
et  facile  à  déterminer  conformément  aux  déductions  des  numéros 
J5  et  IG.  Il  en  résulte  que  les  deux  rotations  à  considérer  ont 
des  axes  concourants  et  se  composent  en  une  rotation  unique , 
autour  dun  axe  A'  passant  par  le  point  m. 

Cela  posé,  si  l'on  décompose  la  translation,  rendue  commune 
aux  trois  points  m ,  m',  m",  en  deux  translations  simultanées, 
l'une  parallèle  à  l'axe  A'  de  la  rotation  résultante,  l'autre  perpen- 
diculaire à  ce  même  axe,  on  sait  que  celle-ci  peut  se  composer  avec 
la  rotation  de  manière  à  ne  laisser  subsister  que  cette  même  rota- 
tion autour  d'un  axe  A  parallèle  au  premier.  Il  suit  de  là  que  tout 
se  réduit  à  une  rotation  s'effectuant  autour  de  Taxe  A  et  se  com- 
posant avec  une  translation  parallèle  au  même  axe. 

L'axe  A,  ainsi  déterminé,  est  l'axe  instantané  glissant.  Il  est 
parallèle  à  la  droite  mm' ,  lorsque  les  vitesses  v,  v'  sont  les  mêmes. 
II  se  confond  avec  cette  droite,  lorsque  les  vitesses  v,  v'  sont 
égales,  de  même  sens  et  dirigées  suivant  la  droite  mm'. 

En  résinné,  m  étant  un  point  quelconque  du  solide  et  v  la  vi- 
tesse de  ce  point,  le  mouvement  du  solide  se  compose  : 

1"  D'une  translation  éi-ale  à  v; 
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"2°  D'uno  l'otnfioii  w,  iiiiloiir  (rime  droilo  A'  passant  par  le 
point  m. 

La  droite  A'  est  parallèle  à  Taxe  iiislaniaiK'  ii;lis>aiU  A.  co  est  la 
rotation  autour  de  l'axe  A. 

La  vitesse  v  étant  déeoinposée  en  deux  autres,  l  niw  dirigée 
suivant  la  droite  A',  l'autre  perpendieulaire  à  cette  même  droite, 
la  première  composante  est  la  vitesse  de  glissement  le  long  de 
l'axe  A.  La  deuxième  composante  est  égale  au  produit  de  la  rota- 
lion  cijparla  distance  de  l'axe  A  à  la  droite  A'. 

L'axe  A  est  situé  dans  le  plan  mené  par  la  droite  A'  pcrixndicii- 
lairement  au  plan  de  celte  droite  et  de  la  vitesse  v. 


CHAPITRE  Vî. 

DF.S    FOUMF.S    LFS    l'Ll  S    SIMPLES    AIXQIELLES   ON    l»i:iT    ItÉDllHI'. 
l'état    de    MOIVEMENT    d'lNE    l'IGLRE    DA.NS    l'eSPACE. 


20.  Considérons  un  système  (juclconque  de  points  liés  entre 
eux  dune  manière  invariable,  et  se  jnouvant,  comme  on  veut,  dans 
l'espace.  Réduit  à  sa  forme  la  plus  simple  l'état  de  mouvement  de 
ce  système  consiste,  en  général,  en  un  glissement  dirigé  suivant 
une  certaine  droite  et  se  composant  avec  une  rotation  autour  de 
cette  même  droite.  Au  lieu  dune  translation  qui  se  compose  avec 
une  rotation,  on  peut  avoir  deux  rotations  simultanées  à  axes 
rectangulaires,  quelquefois  même  une  rotation  simple.  La  première 
substitution  est  toujours  possible  d'une  infinité  de  manières,  la 
seconde  l'est  quel([ucfois,  mais  d'une  seule  façon.  Lorsque  les 
points  donnés  sont  tous  compris  dans  un  même  plan,  il  y  a  sou- 
vent avantage  à  distinguer  le  mouvement  du  plan  sur  lui-même 
du  mouvement  du  plan  dans  1  espace.  On  y  parvient  en  ramenant 
létal  de  mouvement  du  plan  mobile  à  deux  rotations  simultanées, 
l'une  antoui"  d'une  nor'inale  au  plan  .  rantre  aulonr  d'un  axe  situé 
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dans  ce  même  plan.  Lorsque  les  i)oinls  donnés  sont  tons  rangés 
sur  une  même  droile,  selon  que  leurs  vitesses  sont  ou  ne  sont  pas 
perpendiculaires  à  cette  droite,  Fétat  de  mouvcmenl  de  la  droite 
mobile  ne  comporte,  en  générai,  qu'une  simplication  secondaire, 
ou  bien  il  est  réductible  à  une  rotation  simple  autour  d'un  axe  dé- 
terminé. Examinons  ces  différents  cas. 


Du  mouvement  (Vune  droile,  dont  tous  les  points  ont  des  vitesses 
perpendiculaires  à  cette  droite 


"21.  Soit  D  une  droite  projetée  en  o  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  sa  direction.  Par  bvpotlièse,  les  vitesses  des 
différents  points  de  la  droite  D  sont  perpcndicu- 
Bi       laires  à  cette  droite  \  et,  par  conséquent,  paral- 
j       lèies  au  plan  P.  Il  en  résulte  que  si  l'on  trans- 
\n-    porte  en  o  les  vitesses  de  ces  différents  points, 
leurs  extrémités  viendront  toutes  aboutir  à  une 
même  droite  BB'  située  dans  le  plan  P.  (Théo- 
rème VII.)  Il  en  résulte  aussi  que  les  vitesses 
ainsi  transportées  seront  les  projections  sur  le 
plan  P  de  ces  mêmes  vitesses  considérées  dans 
j       leurs  vraies  positions. 
]3  On  sait  que  les  vitesses  des  différents  points  de 

la  droite  D,  lorsqu'on  les  prend  dans  leurs  vraies 
positions,  ont  pour  lieu  de  leurs  extrémités  une  droite  oblique  sur 
la  première.  (Théorème  YI,  corollaire  5J.)  Désignons  par  a  cette 
deuxième  droile  et  observons  qu'elle  est  située  dans  le  plan  mené 
par  BB'  perpendiculairement  au  plan  P. 

De  là  résultent  immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 
11  est  un  point  de  la  droite  D  dont  la  vitesse,  représentée  par 
la  perpendiculaire  on  abaiss('e  du  point  o  sur  BB',  est  moindre  que 
toutes  les  autres. 


^  Lorsque  la  vitesse  (riin  point  d'une  droite  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion de  cette  droite,  il  en  est  de  même  des  vitesses  simultanées  de  tous  les 
autres  points.  (  Tliéorèmc  VI ,  (Vïrollairc  1 .  ) 


(  yî»  ) 

(le  point,  (lit  point  ventral,  est  sitiM'  •^iir  l;i  plti^  rourip  dislanco 
(les  droites  1),  ^. 

Suit  0  le  point  central  ainsi  détei'ininé.  La  droite  na,  suivant 
laquelle  la  vitesse  du  point  o  se  dirige,  est  dite  uxe  de  symétrie. 

Ktant  doiHiés  deux  points  pris  sur  la  di'oite  D  et  équidistants 
du  point  central,  les  vitesses  de  ces  points  ont  même  grandeur, 
et  elles  sont  dirigées  symélricjuenient  par  rapport  à  la  droite  oa. 

L'état  (le  monvenient  de  la  droite  D  résulte  d'une  translation , 
suivant  Faxe  de  symétrie,  avec  rotation  simultanée  autour  de  ce 
même  axe. 

Soit  on  lit  projection  di*  la  vitesse  d'un  paint  quelconque  m  pris 
sur  la  droite  D,  à  la  distance  o)ii  du  point  central,  les  vitesses  de 
translation  et  de  rotation  de  la  droite  D  sont  respectivement, 
l'une 

//     =     (Kl  , 

l'autre 

an 

u    =     -  --  • 

om 

Concluons  que ,  dans  le  cas  particulier  oit  les  vitesses  des  diffé- 
rents points  d'une  droite  sont  perpendiculaires  à  cette  droite, 
l'axe  instantané  glissant  peut  être  choisi  de  manière  qu'il  coupe 
la  droite  mobile  et  lui  soit  perpendiculaire. 

On  observera  (ju'en  ce  cas,  l'état  de  mouvement  de  la  droite 
mobile  se  trouve  ainsi  réduit  à  son  expression  la  j)lus  simple. 

D'une  droite  qui  se  meut  d'une  tnaniére  quelconque. 

28.  Soit  mA  une  droite  mobile:  n)  un  point  de  cette  droite: 
mn  la  vitesse  de  ce  point. 

L'état  de  mouvement  de  la  droite  m.\  peut  être  considéré  comme 
se  composant  : 

1"  D'une  translation  cm])runlée  au  point  )n  et  représentée  par 
la  vitesse  )nn  de  ce  point  : 


()0 


2"  Dniie  rotation  autour  d'un  a\c  mn  passant  i)ar  le  poini  nt. 


Fig.  IS. 


Menons  par  le  point  ia  un  plan  P  perpentli- 
eulairc  à  la  vitesse  v/(yj  et  décomposons  la  rota- 
tion nio  en  deux  rotations  simultanées,  l'une 
autour  de  la  droite  )>/A,  l'antre  autour  de  l'in- 
tersection du  plan  P  avec  le  plan  oinX. 

En  ce  qui  concerne  la  droite  ))iX  et  la  vi- 
tesse actuelle  de  ses  différents  points,  on  peut 
évidemment  faire  abstraction  de  la  rotation  con)j)os«uite  dont  Taxe 
est  dirigé  suivant  cette  droite. 

11  ne  reste  donc  à  considérer  que  la  rotation  composante  autour 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  P  et  la  translation  mn.  Or  cette  transla- 
tion équivaut  à  un  couple  de  rotation  situé  dans  le  plan  P.  On 
voit  d'ailleurs  aisément  que  ce  couple  et  la  rotation  à  considérer 
se  composent  en  luie  rotation  simple  autour  d'un  axe  situé  dans 
le  plan  P. 

On  déduit  de  là,  comme  conséquences  générales,  les  conclu- 
sions suivantes  : 


1"  L'êlal  (II'  moitveine/)l  (l'une  droile  quelconque  D  se  réduit, 
en  général,  à  une  rotation  simple  autour  d'une  autre  droite  D'  (*). 

2"  La  droite  D'  est  située  à  la  fois  dans  tous  les  plans  )nen(''s 
par  les  différents  points  de  la  dnn'le  D  perpendiculairement  aux 
vitesses  de  ces  points. 

5°  La  droite  D'  est  complètement  déterminée  par  l'intersection 
de  deux  quelconques  de  ces  plans. 

Un  seul  cas  échappe  à  cette  solution,  celui  où  les  vitesses  des 
différents  points  de  la  droite  D  sont  perpendiculaires  à  cette 
droite  :  c'est  le  cas  traité  tout  à  l'heure  n"  27. 

La  droite  D'est  nécessairement  unique.  On  la  caractérise  en  lui 
donnant  le  nom  d'axe  instantané  non  glissant.  M.  Chasles  la  dé- 


(■)  Le  point  de  la  droite  D  situé  sur  la  plus  courte  distance  des  droites  D,  D', 
prend  le  nom  de  point  central.  Il  est  caractérisé  par  lu  condition  d'être,  parmi 
tous  les  points  de  la  droite  l),  celui  dont  la  vitesse  est  la  plus  petite  en  i>ran- 
deur  al)solue. 


signe  sous  la  (léiiuiiiiiiulioii  de  droili'  roiijtujiiic  Voici  |jouniiioi. 
Si  la  droite  1)  fait  partie  d'un  solide,  la  dioile  1)',  eoiisidéi('e  coimne 
faisant  |)artie<lc  ce  même  solide,  ne  peut  avoir  d'autre;  mouvement 
(jue  celui  qui  se  comi)Osc  du  mouvement  de  la  droite  D  et  d'une 
rotation  autour  de  cette  droite.  Or,  puisque  le  juouvement  de  la 
droite  D  se  réduit  à  une  rotation  sim|)lc  autour  de  la  droite  I)',  il 
s'ensuit  que  ce  mouvement  est  sans  effet  sur  la  droite  D',  et  con- 
sc(]uemment  que  1  état  de  mouvement  de  la  droite  D'  se  réduit  à 
une  l'otation  sinij)le  autour  de  la  di-oitc  D.  C'est  à  raison  de  la 
réciprocité  qui  s'établit  ainsi  entre  les  droites  D,  D'  (chacune  étant 
Vaxe  instuiiluiiè  non  (/lissant  qui  correspond  à  l'autre  )  «jue 
M.  Chaslcs  leur  affecte  la  désignation  commune  de  droites  conjn- 
yuéi's. 

Du  nioHvenienl  d  un  sijsli'me  de  points  liés  entre  ei(x  d  une  ma- 
nière invariable  et  situés  ou  non  situés  dans  un  même  plan. 

29.  Soient  m^,  m^,  )n-  trois  ])oints  non  situés  en  ligne  droite  : 
P  le  j)lan  déterminé  par  ces  points:  i|,  r^,  r5  leurs  vitesses  res- 
pectives et  simultanées. 

Décomposons  chacune  tles  ^ilesses  r|,  r-j,  v-  en  ileux  autres. 
Tune  perpcndiculaii'e  au  j)lan  P,  l'autre  située  dans  ce  j)îan.  Soient 
r'i,  r'.!,  f'3  les  premières  composantes  et  i"i.  j;"^,  v"^  les  se- 
condes. 

Parles  extrémités  des  \ilesses  r'|, f'^j,  v'-  Taisons  passer  un  j)]an 
Q.  En  général ,  les  plans  P,  O  se  cOupent:  soit  D  leur  intersection. 

La  droite  D,  ainsi  déterminée,  n'est  autre  que  la  droite  dési- 
gnée par  M.  Chasles  sous  le  nom  de  caractéristique  du  plan  P. 
Nous  adopterons  cette  dénomination. 

Soient  pi,  p^,  />3  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  m^, 
ni.2,  »<3  sur  la  caractéristique  D.  On  a  évidenmient 

vY   _   _iV   ^    ^' 
y>.  Pi  ]h 

Désignons  par  tr  la  videui'  counnune  à  ces  trois  rapports.  Il  s'en- 
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suit  que,  pour  communiquer  à  chacun  des  trois  points  iiii ,  iiKt,  iu- 
les vitesses  respectives  u'j,  v'q,,  v'g,  il  suffit  d'une  rotation  qui 
commence  autour  de  la  droite  l)  avec  la  vitesse  angulaire  iv. 

On  sait  que  les  vitesses  t)},  Va'^'s?  prises  deux  à  deux,  ont 
même  composante  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  points  d'appli- 
cation. Cette  propriété  s'étend  d'elle-même  et  nécessairement  aux 
vitesses  v"i,  î;"^,  v"^.  Il  en  résulte  que  les  perpendiculaires,  éle- 
vées dans  le  plan  P  sur  ces  vitesses  par  les  points  lUi,  m^,  m^, 
vont  toutes  trois  se  couper  en  un  même  peint  <>'.  Il  en  résulte 
aussi  que  l'on  a,  en  désignant  par  rj,  r^,  /'s  les  distances  o'r«|, 

V,"  V.y"  V-'' 


soit  «•'  la  \alcur  commune  à  ces  trois  rapports. 

Le  i»oint  o'  déterminé,  comme  il  vient  d'être  dit,  a  reçu  le  nom 
de  foijer  du  plan  P.  Conservons  cette  dénomination  et  désignons 
par  D'  la  normale  au  plan  P  menée  par  le  point  o'. 

Il  est  visible  que,  pour  communiquera  chacun  des  trois  points 
iHi,  in.2,  m-  leurs  vitesses  respectives  v'\.  u".,,  v''-^^,  il  suffit  d'une 
rotation  qui  commence  autour  de  la  droite  D'  avec  la  vitesse  an- 
gulaire tv'. 

Concluons  que  rétaf  de  mouvement  des  trois  points  m,,  m.,,  nij 
peut-être  considéré  conune  résultant  de  deux  rotations  simulta- 
nées ,  iune  autour  de  la  droite  D  avec  la  vitesse  w,  l  autre  autour 
de  la  droite  D'  avec  la  vitesse  w'. 

Concluons,  en  outre,  que,  s'il  s*ac)it  des  autres  points  du  plan 
P,  ou  d'un  système  (luelconque  de  points  faisant  avec  les  points 
donnés  partie  d'un  même  solide,  ces  deux  rotations  simultanées 
communiquent  en  même  temps  à  tous  ces  points  leurs  vitesses 
actuelles. 

50.  Les  points  situés  sur  les  droites  D,  D'  n'ont  d'autres  vitesses 
que  celles  qui  résultent,  pour  chacune  de  ces  droites,  de  sa  rotation 
autour  de  l'autre.  Il  s'ensuit  que  les  droites  D,  D'  forment  entre 
elles  un  système  de  droites  conjuguées  rectangulaires.  Les  dé- 
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(luc'tioiis  cl  foiiclnsioiis  tlii  ii"  :2!)  impliiiucnl.  (riiillciiis,  les  loiisc- 
((iic'iK'Cs  snivanlcs  : 

I"  Ij(  raiaclcrislifjiic  1)  est  le  lieu  des  points  dont  les  vitesses 
son!  dirifjèes  dans  le  plan  P.  Pour  chacun  de  ces  points,  sa  vitesse 
est  à  la  fois  peipendiculaire  et  proportionnelle  au  raijon  vecteur 
qui  vu  du  foijer  à  ce  point.  Le  lieu  des  extrémités  de  ces  vitesses 
est  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  mené  par  les  extrémités 
des  vitesses  v,.  v.^,  Vj  '. 

2°  Le  foijero'  est  le  point  du  plan  P  dont  lu  vitesse  est  normale 
à  ce  plan.  Celle  propriété  est  caractéristique.  Supposée  commune 
à  deux  points  du  plan  P,  elle  s'étend  à  tous  les  autres,  et  le  tnou- 
vement  se  réduit  à  une  rotation  sinqde  autour  de  la  droite  D. 

5"  Soil  0  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o'  sur 
la  caractéristique  J);  o,  o'  so)it  les  points  centraux  des  droites 
conjuguées  U,  D'.  D'  est  lu  caractéristique  du  plan  P'  mené  par 
le  point  o'  iiormalemenl  à  la  droite  D  :  o  est  le  foyer  de  ce  plan. 

h:°  Tout  plan  passant  par  la  droite  D  u  son  foyer  sur  la 
droite  D',  et  réciproquement. 

5"  Soil  m  un  point  quelconque  du  solide,  v  la  vitesse  de  ce 
point,  Qi  un  plan  mené  par  le  point  m  perpendiculairement  à  lu 
vitesse  v,  le  plan  Q,  est  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant  pur  le 
point  m. 

La  plupart  de  ces  pi'opositions  ont  ctc  ciioncccs  par  M.  Cliaslcs, 
dans  un  article  des  Comptes  rendus  de  r Académie  des  sciences, 
année  1843,  tome  XVI,  page  1420.  Nous  renvoyons  à  cet  article 
et  à  notre  Théorie  géométriquodes  centres  et  axes  instantunés  de 
rotation,  le  recteur  qui  voudrait  poursuivre  ces  recherches. 

I  On  sail  que  les  vitesses  des  dillérenls  poinls  d'un  luèiue  plan  uiit,  en 
général ,  pour  lieu  de  leurs  extréuiilés,  un  autre  plan  non  parallèle  au  premier. 
Cela  résulte  évidemment  du  corollaire  2  du  théorème  VI. 
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CHAPITRE  Ml. 

UJ:S  MOLVEMEMS  A.NGULAIUES  CONSIDÉUÉS  en  EIX-MÉMES 
ET  ISOLÉMENT. 


51.  J/état  de  mouvement  diin  solide  se  compose,  en  général, 
d'une  rotation  et  dune  translation  simultanées. 

On  peut  assujettir  à  passer  par  un  point  quelconque  l'axe  au- 
tour duquel  on  suppose  que  la  rotation  s'établit.  11  n'en  résulte 
aucun  changement  ni  dans  la  direction  de  cet  axe,  ni  dans  la  vi- 
tesse angulaire.  Une  seule  chose  change  avec  la  position  de  l'axe, 
c'est  la  translation  conij)osanle  :  elle  se  détermine  par  la  vitesse 
que  possèdent  en  commun  les  différents  points  situés  sur  Taxe  de 
rotation. 

On  voit  par  là  que  le  mouvement  angulaire  d'un  solide,  lors^ 
(fil  on  le  rapporte  à  un  axe  unique,  ne  comporte  jamais,  à  un 
même  instant  quelconque ,  qu'une  seule  et  même  détermination. 
La  déduction  précédente  s'applique  au  cas  d'un  plan  comme  au 
cas  d'un  solide.  Lorsqu'il  s"agit  d'un  plan ,  il  est  souvent  utile  de 
distinguer,  dans  la  rotation  totale,  les  deux  rotations  simultanées 
dont  elle  se  compose  et  qui  correspondent  respectivement,  lune 
au  mouvement  du  plan  sur  lui-nième,  l'autre  au  changement  que 
la  direction  du  plan  subit  dans  Tespace.  Ces  deux  rotations  ont 
respectivement  pour  axes,  la  première  une  normale  au  plan,  la 
deuxième  une  parallèle  à  la  caractéristique.  On  peut  assigner  à 
chacun  de  ces  axes  une  position  quelconque.  Par  cela  seul  qu'ils 
conservent  tous  deux  leurs  directions  respectives,  rien  ne  change 
dans  les  vitesses  angulaires  qui  leur  correspondent. 

Passons  au  cas  d'une  droite  qui  se  meut  librement  dans  l'espace 
et  dont  on  considère  exclusivement  le  mouvement  angulaire;  soit 
B  cette  droite  :  prenons  un  point  quelconque  0,  supposé  fixe,  et, 
par  ce  point,  menons  une  droite  B'  assujettie  à  rester  |)arallèle  à 


(  ti^  ) 

la  (lioitf  J3.  L  idciilirc  (jiii  siihsisU"  ciilir  les  inouNcmcnls  aiii^ii- 
laii'cs  siiiiullancs  des  droites  Ji,  lî'  pei-iiiet 
de  substituer  l'un  à  l'autre  et  réeipro- 
quenient;  eela  pose,  voici  les  conséquen- 
ces : 
b'  Vclal  de  mouvenwni  de  la  droite  B' 
consistant  en  une  rotation  sinij)ie  autour 
d'un  axe  A  passant  par  le  i>oint  O,  on 
peut,  sans  rien  changer  à  cet  état,  établir,  en  outre,  une  rotation 
(piclc()n(iuc  autour  de  la  droite  B'. 

Ces  deux  rotations,  dont  l'une  est  donnée  et  dont  l'autre  adinci 
indifféremment  tous  les  degrés  de  grandeur,  se  composent  en  une 
rotation  simple  autour  d'un  a\c  A'  situé  dans  le  plan  des  droites 
A  et  B'. 

La  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  A'  varie  avec  la  direction 
de  cet  axe.  Elle  est  la  moindre  possible,  lorsque  Taxe  A'  est  per- 
j)endiculaire  à  la  droite  B'.  Pour  toute  autre  direction,  elle  croît 
indéfiniment  à  mesure  que  l'angle  des  droites  A',  B'  devient  de 
plus  en  plus  petit  '. 

L'axe  A' étant  tracé  à  partir  du  point  0,  de  manière  à  repré- 
senter la  rotation  correspondante ,  le  lieu  de  ses  extrémités  est 
une  droite  B"  parallèle  à  B'. 

Concluons  que  le  mouvement  angulaire  d'une  droite,  lorsqu'on 
le  raj)})orle  à  un  axe  unique,  comporte,  à  un  même  instant  quel- 
conque,  une  infinité  de  déterminations  différentes,  chaque  déter- 
mination distincte  corri'sj)ondant  à  une  direction  particulière  de 
l'axe  de  rotation,  et  le  lieu  de  ces  directions  étant  un  certain  plan 
l)arallèle  à  la  droite. 

3:2.  Théorème  XI.  —  Lorsque  deux  droites  font  entre  elles  un, 
unifie  constant,  on  jieut  les  considérer  comme  aijant  en  même 
temps  mêmes  rotations  autour  des  viêmes  axes. 

'  Imaginons  que,  par  rextrémité  de  l'axe  A,  on  même  une  droite  B"  paral- 
lùlc  à  li'.  La  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  A'  est  la  partie  de  la  droite  A' 
interceptée  entre  le  point  0  et  la  droite  l>". 
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Soient  A,  B  les  deux  tlroitcs  données.  Prenons  dans  l'espace  un 
point  quelconque  0,ct,  parce  point,  faisons  passer  deux  droites 
A',  B'  assujetties  à  rester  constamment  parallèles,  Tune  à  la  droite 
A,  l'autre  à  la  droite  B. 

Les  droites  A',  B'  formant  entre  elles  un  système  de  ligure  inva- 
riable, leur  état  de  mouvement  consiste,  à  chaque  instant,  en  une 
même  rotation  autour  d'un  seul  et  même  axe,  passant  par  le 
point  0.  De  là  résulte  évidemment  la  proposition  énoncée  pour 
les  droites  A,  B  dont  le  mouvement  angulaire  ne  diffère  en  rien 
de  celui  des  droites  A',  B'. 

Toutes  choses  restant  les  mêmes,  supposons  qu'au  lieu  d'être 
constant,  l'angle  des  droites  A,  B  soit  incessammejit  variable.  Si 
nous  désignons  par  P  le  plan  des  droites  A',  B',  il  est  visible  que  le 
mouvement  de  chacune  de  ces  droites  se  compose  du  mouvement 
du  plan  P,  qui  leur  est  commun,  et,  en  outre,  d'une  rotation  dans 
le  plan  P,  autour  du  point  0,  cette  rotation  ayant  pour  axe  la  nor- 
male au  plan  P  et  affectant  en  général  une  détermination  diffé- 
rente pour  chacune  des  droites  A',  B'. 

L'état  de  mouvement  du  plan  P  résulte,  à  chaque  instant,  (.Vuna 
rotation  simple  autour  d'un  certain  axe  passant  par  le  point  0. 
On  peut  dire  aussi  qu'il  résulte  de  deux  rotations  simultanées  rec- 
tangulaires, les  axes  de  ces  rotations  concourant  en  0  et  étant  di- 
rigés respectivement,  l'un  suivant  la  normale,  l'autre  suivant  la 
caractéristique  du  plan  P. 

De  là  suit  évidemment  cette  première  déduction  : 

L'élat  (le  mouvement  des  droites  A',  B'  se  compose,  pour  clia- 
eune,  à  un  même  instant  quelconque , 

i"  D'une  même  rotation  autour  de  la  caractéristique  du 
plan  P  ; 

2°  D'une  rotation  autour  de  la  normale  au  plan  P  menée  par 
le  point  0,  cette  rotalion  affectant  en  général  une  détermination 
différente  pour  chacune  des  droites  A',  B'. 

Si  Ton  observe  ensuite  que  le  mouvement  angulaire  des  droites 
A,  B,  ne  diffère  en  rien  de  celui  des  droites  A',  B',  on  a,  comme 
deuxième  déduction,  le  théorème  suivant  : 
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TiiÉoiticME  \ll.  —  Loi:s(iU('  deux  druilc.s  font  ciilrc  elles  un  (un/lr 
iiives.sannnent  variahle ,  si  l On  dèsiijne  jxir  P  iDt  plan  jxiriillèle 
à  CCS  droites,  on  peut  considérer  leurs  rolulions  siinullmiées 
eonnne  se  composant,  pour  chacune ,  d  un  même  inslanl  (jiiel- 
iontfue, 

1"  D'une  même  rotation  autour  d  un  même  axe  situé  dans  le 
plan  V  ; 

2"  D'une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  P, 
cette  rotation  dijjérant ,  en  général,  pour  chacune  des  deux 
droites. 

La  combinaison  des  thcoièmcs  XI  et  XII  implique,  comme  con- 
séquence, cette  troisième  déduction  : 

ConoLLAiRE.  —  La  rotation  commune  aux  droites  A,  B  autour 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  P  n'est  autre  chose  rjite  la  rotation  de 
ce  plan  autour  de  sa  caractéristique.  Elle  ne  comporte,  à  un  même 
instant  quelconque,  qu'une  seule  et  même  détermination. 

55.  Considérons  deux  droites  mobiles  A,  B  et  un  plan  P  paral- 
lèle à  ces  droites.  Quelle  que  soit,  pour  chacune  des  droites  A,  B, 
sa  rotation  totale  autour  d'un  axe  unique,  on  peut  toujours  '  sub- 
stituer à  cette  rotation  simple  deux  rotations  simultanées,  Tune 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  P,  Tautre  autour  d'un 
axe  situé  dans  ce  plan;  la  première  ne  comportant  qu'une  seule 
détermination,  la  deuxième  admettant,  au  contraire,  une  infinité 
de  déterminations  toutes  équivalentes  en  ce  qui  concerne  la  droite 
considérée. 

Cela  posé  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorèjie  XIII.  —  Etant  donné  un  plan  P  parallèle  à  deux 
droites  mobiles  A,B  et,  pour  chacune  de  ces  droites,  sa  rotation 

'  Un  seul  cas  fait  exception,  celui  où  l'axe  de  la  rolation  donnée  serait 
parallèle  au  plan  P.  Cette  circonstance  ne  modilie  en  rien  les  déductions 
suivantes. 
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t  (tin posante  aidoitr  d  lat  ((.ic  sihié  datis  le  pluii  P,  si  I  on  reprc- 
senfe  par  oa,  ob  les  rotations  ilonnées  et  par  an,  bii  deux  parul- 
li'le.s  aux  droites  A,  B,  la  rotation  de  la  normale  au  plan  P  est 
représentée  en  direction,  sens  et  (/randeur  par  la  diagonale  on  du 


(jHudrilatère  oanb. 


Fhj.  20. 


Conslruelion.  —  Soil  o  nn  point  du  plan  P;  ort,  ob  deux  axes 
situés  dans  ce  plan  et  l'cprcscntant  les  rotations 
composantes  données,  Tune  ou  pour  la  droite  A, 
Tautre  ob  pour  la  droite  B.  Par  les  points  a  et  6 
menons  les  droites  an,  bn,  respectivement  paral- 
lèles, la  i)remièrc  à  la  droite  A,  la  seconde  à  la 
droite  B  :  n.  étant  le  point  de  rencontre  des  droites 
an,  bn,  la  droite  on  représente  en  direction,  sens 
et  grandeur  la  rotation  de  la  normale  au  plan  P. 

Démonstration.  —  Ou  sait  que  le  système  des  droites  A,  B 
admet  une  même  rotation  composante  autour  d"un  même  axe 
situé  dans  le  plan  P.  (Théorème  XII.)  Cette  rotation  est  évidem- 
ment représentée  par  on.  Cela  résulte  de  ce  que  la  rotation  on 
équivaut,  pour  la  droite  A,  à  la  rotation  oa;  pour  la  droite  B,  à 
la  rotation  ob  '.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  quelle  que  soit  pour 
cliacune  des  droites  A,  B  sa  rotation  composante  autour  de  la 
normale  au  plan  P,  ces  rotations  peuvent  être  considérées  comme 
nulles,  sans  qu'il  s'ensuive  aucune  modilication  dans  le  mouve- 
ment ani^ulaire  de  cette  môme  normale.  La  construction  qui  pré- 
cède est  ainsi  justifiée. 


1  Les  rolatioiis  reprosenices  respoclivemont  par  les  poilions  de  droile  oa, 
an  ont  iiour  résullaïUe  la  lolaliou  on.  Vax  se  composant  avec  la  rolalioii  oa , 
la  l'olaliou  an  ne  cliange  en  rien  le  mouvement  angulaire  de  la  droite  A.  La 
même  observation  s'applique  en  ce  (jui  concerne,  par  rapport  à  la  droile  15, 
la  rotation  bn.  De  là  se  déduit  évidemment  la  conséquence  énoncée  plus  haut. 
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CHAPITRE  VIII. 

RÉSUMÉ    GÉNÉRAL    ET    SIMPLIFICATIONS. 


34.  En  développant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  prineipes 
exposes  ci-dessus,  nous  avons  voulu  prévenir  toute  objection  et 
nous  rapprocher  autant  que  j)Ossible  des  errements  ordinaires. 
Nous  allons  montrer  maintenant  comment  la  marche  à  suivre 
peut  être  simplifiée  sans  que  les  déductions  cessent  d'être  pure- 
ment géométriques  et  tout  à  fait  rigoureuses. 

Du  mouvement  d'vn  point. 

Commençons  par  le  mouvemeni  d'un  point.  Nous  dirons  sim- 
idemcnt  ce  qui  suit  : 

Soit  m  le  lieu  actuel  d'un  point  mobile  /u. 

Lorsque  le  point  /u  sort  du  lieu  m,  c'est  directement,  c'est-à-dire 
suivant  une  certaine  direction;  c'est,  en  outre,  avec  un  certain 
degré  de  rapidité  :  cette  direction,  ce  degré  de  rapidité  détermi- 
nent ïétat  de  mouvement ,  autrement  dit  la  vitesse  du  point  /u.  au 
sortir  du  lieu  m. 

Le  point  /x  se  mouvant,  deux  cas  sont  possibles,  selon  que  la 
direction  affectée  par  ce  point  à  l'origine  de  chacun  de  ses  déplace- 
ments successifs  reste  constamment  la  même,  ou  qu'au  contraire, 
elle  est  incessamment  variable.  Dans  le  premier  cas,  et  aussi 
lonf/tetups  que  la  direction  ne  change  point,  la  trajectoire  décrite 
est  rectiligne;  dans  le  second  cas,  et  aussi  longtemps  que  la  direc- 
tion ne  cesse  pas  de  varier,  la  trajectoire  décrite  est  curviligne. 

Réciproquement,  selon  que  la  ligne  à  décrire  par  un  point 
mobile  est  droite  ou  courbe,  la  direction  du  j)oint  décrivant  est 
constante  ou  bien  incessamment  variable. 

De  là  résulte  la  définition  suivante  : 

La  courbe  est  In  trace  d'un  point  qui  se  meut  sur  une  droite 
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mobile ,  le  point  glissant  sur  la  droite,  et  la  droite  tournant  av- 
toîir  dti  point ,  tous  deux  ineessamment. 

On  peut  aussi  poser  à  priori  cette  même  définition.  Dans  tous 
les  cas,  il  est  visible  que  la  vitesse  du  point  décrivant  est  dirigée 
suivant  la  droite  mobile  :  c'est  pour  ce  motif  que  nous  donnons  à 
cette  droite  le  nom  de  directrice^. 

Le  point  qui  décrit  une  courbe  étant  considéré  comme  glis- 
sant sur  la  directrice,  tandis  que  la  directrice  tourne  autour  de 
ce  point,  on  démontre  aisément  qu'aucun  segment  de  droite  par- 
tant du  point  mobile  ne  peut  rester  compris  entre  la  courbe  et  la 
directrice.  Il  suit  de  là  que,  pour  cbaque  position  du  point  décri- 
vant, la  directrice  se  confond  avec  la  tangente  à  la  courbe,  c'est- 
à-dire  avec  la  droite  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  dans  le 
voisinage  de  ce  point. 

Ces  premières  notions  se  résument  comme  il  suit  : 

La  vitesse  d'un  point  est  l'état  de  mouvement  qui  anime  ce 
point  au  sortir  du  lieu  qu'il  occupe. 

^  Au  lieu  de  procéder  par  voie  de  synthèse,  on  pourrait  suivre  la  voie  ana- 
lytique et  arriver,  par  induction,  au  même  résultat.  Selon  nous,  le  premier 
procédé  est  ici  de  l)eaucoup  préférable.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  indi- 
quer le  second. 

Une  courbe  quelconque  étant  donnée ,  inscrivons  dans  cette  courbe  un  pre- 
mier polygone,  puis  un  second  dont  les  côtés  plus  petits  soient  en  nombre 
double,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

En  général,  on  ne  fait  point  difficulté  d'admettre  que  le  polygone  inscrit, 
dont  les  cotés  croissent  en  nombre  et  décroissent  en  longueur  d'une  manière 
indéfinie,  a  pour  limite  la  courbe  circonscrite. 

Cela  posé,  considérons  un  point  m,  animé  d'une  vitesse  constante,  et  assu- 
jetti à  décrire  le  contour  polygonal  inscrit  dans  la  courbe  donnée.  Imaginons 
d'ailleurs  qu'une  même  droite  D ,  coïncidant  d'abord  avec  le  côté  du  polygone 
<;ue  le  point  m  est  en  train  de  décrire,  tourne  brusquement,  pour  s'appliquer 
sur  le  côté  suivant,  à  l'instant  précis  où  le  point  m  atteint  le  sommet  corres- 
pondant à  ces  deux  côtés  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Il  est  visible  que,  pendant  la  description  du  polygone  inscrit ,  le  point  m  se 
meut  uniformément  sur  la  droite  D,  et  que  celle-ci  reste  immobile  ou  tourne 
|)rus(|uenii'nt  aiilour  du  point  »?  ,  selon  que  ce  point  déciil  un  même  cùle  du 
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Il  y  a  deux  cJwses  à  distinçfKer  dons  lu  vitesse  d'un  point  : 
l'une  est  lu  direction  ,  linitre  la  grandeur. 

La  direction  est  celle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  du  point. 
Elle  comporte  deux  sens  opposés  l'un  à  l'autre. 

La  grandeur  est  le  degré  de  rapidité  avec  lequel  le  point  sort  du 
lien  qu'il  occupe. 

Du  mouvement  de  plusieurs  points. 

55.  Passons  au  mouvement  simultané  de  plusieurs  points. 

Étant  donnés  plusieurs  points  qui  se  njeuvent  simultanément, 
considérons  les  vitesses  respectives  de  ces  points  à  un  même  in- 
stant quelconque  déterminé,  et  supposo)is  qu'à  partir  de  cet  instant, 
chacune  de  ces  vitesses  demeure  invariable.  Dans  cette  hypothèse, 
chaque  vitesse  est  assujettie  à  rester  ce  qu'elle  est,  c'est-à-dire  à 
conserver  la  grandeur  et  la  direction  qu'elle  affecte  à  l'instant 
dont  il  s'agit.  La  conséquence  est  qu'à  partir  de  ce  même  instant, 
le  mouvement  de  chacun  des  points  donnés  devient  et  demeure 
uniforme. 

l)olygone  ou  qu'au  contraire ,  il  passe  d'un  côté  au  côté  suivant ,  la  position 
qu'il  occupe  étant  celle  du  sommet  compris  entre  ces  deux  côtés. 

Sans  rien  changer  au  mouvement  du  point  m  sur  la  droite  D,  imaginons 
que  l'on  se  rapproche  indéiiuiment  de  la  courbe  en  augmentant  de  plus  en 
1)1  us  le  nombre  des  côtés  du  polygone  inscrit.  Les  sommets  de  ce  polygone 
devenant  plus  nombreux  et  se  rapprochant  indéfiniment  les  uns  des  autres , 
les  rotations  successives  de  la  droite  D  autour  du  point  m  se  succèdent  avec 
une  rapidité  constamment  croissante ,  et  en  ne  laissant  subsister  entre  elles 
([ue  des  intervalles  de  plus  en  plus  petits. 

Partant  de  là,  on  peut  conclure,  par  voie  d'induction ,  que  la  substitution 
de  la  courbe  au  polygone  inscrit  n'a  d'autre  elTet  que  de  substituer  aux  rota- 
lions  intermittentes  et  brusques  de  la  droite  D  autour  du  point  m  une  rota- 
tion incessante  et,  par  conséquent,  continue. 

De  là  aussi  résultent  toutes  les  conséquences  relatives  au  mouvement  d'un 
point  sur  une  courbe.  Pour  les  déduire,  il  sufïït  d'observer  ce  qui  se  passe  sur 
le  polygone  inscrit  et  de  considérer  comme  s'appliquant  à  la  courbe  les  pro- 
|)riétés  qui  subsistent  toujours  les  mêmes,  indei)endamnient  du  nombre  des 
côtés  du  polygone  inscrit ,  ou  qui  tendent  de  plus  en  plus  à  s'établir  sur  ce 
polygone,  à  mesure  que  le  nonil)n'  de  ses  côlés  croit  indéliniment. 


(  72  ) 

On  démontre  aisément  que,  dans  le  eas  où  plusieurs  points  se 
meuvent  avec  uniformité,  les  longueurs  que  ces  points  décrivent 
simultanément  conservent  entre  elles  des  rapports  invariables. 
Entend-on  d'ailleurs  par  vitesse  double,  triple,  quadruple,  etc.,  la 
vitesse  qui  résulte  pour  un  même  point  de  plusieurs  vitesses 
simultanées,  toutes  égales  et  prises  au  nombre  de  deux,  trois, 
quatre,  etc.?  on  parvient  immédiatement  aux  déductions  sui- 
vantes : 

\"  Lorsque  plusieurs  vitesses  simultanées  animent  vn  même 
point  suivant  une  même  direction,  la  vitesse  rèsultanle  est  la 
somme  algébrique  des  vitesses  composantes. 

2"  Dans  la  comparaison  de  plusieurs  vitesses ,  chaque  vitesse 
petit  être  exprimée  par  une  longueur. 

3°  Les  vitesses  que  l'on  compare  animant  certain ts  points ,  les 
lonqueurs  qui  les  expriment  sont  les  portions  de  droite  que  ces 
points  décriraient  sinndtanéiuent,  si  chaque  vitesse  demeurait 
constante  en  grandeur  ainsi  qu'en  direction. 

4°  En  génércd ,  on  est  libre  de  fixer  comme  on  veut  la  por- 
tion de  droite  prise  pour  mesure  de  Vune  des  vitesses  qui  sont  à 
comparer.  Les  autres  s'en  déduisent. 

50.  En  appliquant  les  considérations  qui  précèdent  au  mouve- 
ment simultané  de  deux  points,  dont  Tun,  représenté  par  /u.,  dé- 
crit une  ligne  S,  et  dont  l'autre,  désigné  par  ^9,  est  la  projection 
du  point  fx.  sur  un  des  axes  coordonnés,  on  peut  observer  que  le 
mouvement  du  premier  point  détermine  celui  du  second  et  réci- 
proquement. Il  est  visible  d'ailleurs  qu'à  tout  mouvement  déter- 
miné d'un  point  correspond,  à  cliaque  instant,  pour  ce  point, 
une  vitesse  également  déterminée. 

Ces  simples  remarques  ont  pour  conséquences  immédiates  les 
énoncés  suivants  : 

1"  Lorsqu'à  partir  d'un  instant  quelconque  déterminé,  on 
ossujellif  le  point  /u  à  conserver  la  direction  et  la  grandeur  de  sa 
vitesse  achiclle ,  rien   n'est  chanqé  par  là  dans  la  vitesse  que  le 
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point  j)  a/fecle  à  ce  même  înainut.  La  seule  modification  eonsinte 
en  ce  (jiie  (es  mouvements  simnltanrs  du  point  ju  et  de  sa  pi'ojee- 
tion  p  deviennent  uniformes. 

2°  Les  vitesses  simultanées  des  points  j)  et  /u.  sont  telles  qu'à 
chaque  instant,  l'une  est  la  projection  de  Vautre. 

Do  là  résnitcnl  ensuite  tontes  les  règles  relatives  à  la  eomposi- 
lion  et  à  la  décomposition  des  vitesses  d "un  |)oint.  Pour  établir  ces 
règles,  comme  déduelion  dirccle  des  énoncés  précédents,  il  snllii 
de  faire  observer  ([ue  si  le  mouvement  d'un  point  dé(erinine  les 
mouvements  simultanés  des  projections  de  ce  point  et  récipro(pie- 
ment,  de  même  aussi  la  vitesse  d'un  point  détermine  les  vitesses 
simultanées  des  j)rojections  de  ce  point  et  réciproquement. 

En  résumé,  on  peut  fonauler  comme  il  suit  la  règle  générale 
(jui  implique  toutes  les  autres  : 

Règle  générale.  —  Le  point  m  i'ta)it  animé  de  n  vitesses  ac- 
tuelles et  simultanées,  re])résentées  respecliveuient  en  direction, 
sens  et  grandeur  par  n  portions  de  droites,  placées  bout  à  bout 
les  unes  après  les  autres ,  la  vitesse  résultante  est  représentée  en 
direction,  sens  et  grandeur  par  la  droite  qui  joint  l'origine  de  la 
première  composante  à  l'extrémité  de  la  dernière. 

Cette  règle  admet  évidemment  la  réciproque.  On  en  déduit 
d'ailleurs  celle  que  nous  avons  désignée  sous  le  nom  de  règle  du 
(juadrilatère  des  vitesses  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Soit  V  la  vitesse  actuelle  d'un  point  m. 

La  vitesse  v  étant  déconiposable  en  une  infinité  de  sijstèwes  dis- 
tincts, qui  comprennent  chacun  deux  composantes,  on  suppose 
connues ,  pour  deux  de  ces  sijstèmes ,  l'une  des  composantes  et  la 
direction  de  l'autre. 

Cela  posé,  si,  pour  chacun  de  ces  systèmes,  on  trace ,  à  partir 
du  point  m,  la  composante  connue,  et  que ,  par  son  extrémité, 
on  mène  une  parallèle  à  l'antre  composante,  les  deux  paralUdcs 
se  coupent  en  un  point  n  ,  et  la  droite  mn  représente  en  direction, 
sens  et  grandeur  la  vitesse  y  du  point  m. 
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La  règle  que  nous  venons  de  formuler  s'étend  d'elle-même  au 
cas  où  les  deux  systèmes  considérés  comprendraient  un  nombre 
quelconque  de  composantes  qui  seraient  toutes  connues,  à  l'ex- 
ception d'une  seule,  celle-ci  d'ailleurs  étant  déterminée,  soit  en 
grandeur,  soit  en  direction. 

D\i  mouvement  d'une  droite. 

57.  Étant  donnés  deux  points  d'une  droite,  cette  droite  est  com- 
plètement déterminée.  De  là  résultent  les  principes  suivants  : 

4°  Lorsque  les  mouvements  simultanés  des  différents  points 
d'une  droite  sont  déterminés  pour  deux  points  de  cette  droite, 
ils  le  sont  en  même  temps  pour  tous  les  autres  points. 

2°  Lorsque  les  vitesses  simultanées  des  différents  points  d'une 
droite  sont  déterminées  pour  deux  points  de  cette  droite,  elles  le 
sont  en  même  temps  pour  tous  les  autres  points. 

5"  Tout  mode  de  déplacement,  qui  communique  à  deux  points 
d'une  droite  leurs  vitesses  actuelles  et  siuiultanées  remplit  en 
même  temps  cette  même  condition  par  rapport  ci  tous  les  autres 
points. 

Soient  o  et  m  deux  points  pris  comme  on  veut  sur  une  droite 
mobile  D. 

Supposons ,  en  premier  lieu ,  que  le  point  o  soit  fixe.  Dans  cette 
hypothèse,  la  droite  D  tourne  autour  du  point  o ,  et  la  vitesse  du 
point  m  est  dirigée  perpendiculairement  à  la  droite  D. 

Désignons  par  v  la  vitesse  du  point  m  à  un  instant  quelconque, 
et  par  P  le  plan  que  la  droite  D  et  la  direction  de  la  vitesse  v 
déterminent  à  ce  même  instant. 

En  tournant  autour  du  point  o  dans  le  plan  P,  la  droite  D  n'im- 
prime aucune  vitesse  au  point  o.  Elle  peut  néanmoins  communi- 
quer au  point  m  sa  vitesse  actuelle  v.  La  conséquence  est  que  les 
vitesses  actuelles  et  simultanées  des  difféi'cnts  points  delà  droite 
D  sont  les  mêmes  que  si  la  rotation  scflVctuait  uniformément 
dans  le  plan  P.  ('oiirluoiis  que  ces  rilessu's  ont  toutes  cnf.  seiii.f.  rt 
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jiKME  nmtCTioy  perpendiculaire  à  la  droite  mobile.  Concluons,  en 
outre,  qu'elles  .sont  respectivement  proportionnelles  aux  distances 
comprises  entre  les  points  qu'elles  animent  et  le  centre  commun 
(le  rotation. 

Soit  r  la  distance  du  point  m  au  point  o.  Quel  que  soit  le  point 
711 ,  le  rapport  -  n'affecte  jamais,  à  un  même  instant  quelconque, 
(prune  seule  et  même  valeur. 

L'état  de  mouvement  d'une  droite  qui  sort  du  lieu  qu'elle 
occupe,  en  tournant  autour  d'un  de  ses  points,  est  dit  vitesse 
angulaire  ou  vitesse  de  rotation.  Cette  vitesse  peut  être  constante 
ou  bien  incessamment  variable.  Dans  tous  les  cas,  elle  est  dcter- 
minëe  à  chaque  instant,  d'une  part  et  en  direction,  par  le  plan  P, 
d'autre  part  et  en  grandeur,  par  le  rapport^.  En  la  désignant 
par  ?r,  on  a  généralement 


S'agit-il  d'une  droite  qui  se  meut  dans  l'espace  d'une  manière 
(juclconque  et  dont  la  direction  change  incessamment?  elle  a,  de 
inème  et  à  chaque  instant,  une  vitesse  angulaire  complètement 
déterminée.  Cette  vitesse  est  celle  d'une  droite  quelconque,  assu- 
jettie à  passer  par  un  point  fixe  et  à  tourner  autour  de  ce  point  en 
restant  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  droite  D  soit  libre  dans 
l'espace. 

Prenons  le  point  o,  cl,  par  une  translation  qui  communique  à 
tous  les  autres  points  la  vitesse  du  point  o,  assujettissons  celui-ci 
à  décrire  sa  propre  trajectoire.  L'effet  de  cette  translation,  si  elle 
subsistait  seule,  serait  de  ne  rien  changer  au  mouvement  du  point 
o  ,  et,  en  même  temps,  de  maintenir  constante,  pour  chaque  posi- 
tion de  la  droite  D,  sa  direction  première.  Il  suit  de  là  que,  pour 
restituer  à  la  droite  mobile  son  mouvement  effectif,  il  suffit  d'une 
rotation  qui  se  compose  avec  la  translation  empruntée  au  point  o 
et  qui  s'accomplisse  autour  de  ce  point  comme  s'il  était  fixe. 

Considérons  d'abord  la  translation  empruntée  au  point  o.  Les 
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Fig.  21. 


vitesses  qui  on  résultent  sont  partout  les  mêmes  à  un  même 
instant  quelconque.  Elles  ont  donc,  en  chaque  point,  wèntcs  com- 
posantes, lune  normale  à  la  droite  mobile,  Tautre  dirigée  suivant 
cette  même  droite. 

Considérons  ensuite  la  rotation  autour  du  point  o,  supposé  fixe 
dans  la  position  qu'il  occupe  à  l'instant  considéré.  Les  viiesses 
qu'elle  imprime  sont  partout  normales  à  la  droite  D,  parallèles 
entre  elles  et  respectivement  proportionnelles  aux  ravons  vec- 
teurs correspondants. 

En  résumé,  soit  om  la  droite  D,  oo'  la  vitesse  actuelle  du  point 
a,  o'm'  et  mm'  deux  segments  respective- 
ment égaux  et  parallèles,  l'un  à  om ,  l'aulrc 
à  oo".  La  vitesse  du  point  m  est  la  résultante 
de  deux  vitesses  simultanées,  représentées, 
l'une  par  mm' ,  l'autre  par  7n'm",  le  seg- 
ment 7)i'm"  étant  perpendiculaire  à  la  droite 
o'm'  et  aboutissant  en  m"  à  une  droite  dé- 
terminée o'm"  '. 

De  là  dérivent  immédiatement  les  déduc- 
tions suivantes  : 

\°  Les  vitesses  simultanées  des  différents 
points  d'une  droite  étant  décomposées  sai- 
raiit  la  droite  et  perpendiculairement  à  sa 
direction,  les  composantes  diricfées  suivant  la  droite  sont  tontes 
êcjales  et  de  même  sens. 

2°  Lorsqu'un  point  d'une  droite  a  sa  vitesse  dirigée  perpendi- 
culairement à  la  droite ,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  points. 
5°  Les  vitesses  siutultanées  des  différents  points  d'une  droite 
sont  toutes  parcdlèles  à  un  même  plan,  /-e  lieu  de  leurs  extrémités 
est  une  droite  oblique  sur  la  première  -. 

^  Soil  n  un  point  quelconque  île  la  droite  om.  Si  l'on  prend  o'n'  =  on,  ol 
que  par  le  point  n'  on  mène  la  droite  n'n"  parallèle  à  m'm"  et  liniilée  en  lï' 
à  la  droite  o'm",  le  segment  nii"  représente  en  direction,  sens  et  grandeur,  la 
vitesse  actuelle  du  point  n . 

-  L(>  plan,  auquel  les  vitesses  simnllanees  des  dill'ei'i^nls  points  d'une  droite 
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4"  Si  Ton  liaiisjioilf  (Il  un  oièiiie  /loiiil  le.s  vUcsscfi  siinuliancvs 
dm  (li/fi'-renls  jxiiiifs  d'une  droilc,  ces  vilesses  ont  leurs  estré- 
inilès  sur  une  .seule  et  nièiiie  droite  perpendiculaire  à  la  jire- 
inière  *. 

5"  Lors(/u\in  point  d'v ne  droite  a  sa  vitesse  dirigée  tout  en- 
lii're  suivant  la  droite,  les  vitesses  des  autres  points  sont  toutes 
situées  dans  un  seul  el  même  plan. 

G"  Lors(/u' un  point  d'une  droite  a  une  vitesse  nulle,  les  vitesses 
des  autres  points  sont  parallèles  entre  elles,  perpendiculaires  à 
la  droite  et  respectivement  proportionnelles  ans  distances  com- 
prises entre  les  points  qu'elles  animent  et  celui  dont  la  vitesse  est 
nulle. 

Du  mouvement  d  un  plan  sur  lui-même  el  d'une  droite 
da)(s  un  plan. 

58.  Étant  duunés  doii.\  points  duii  plan  mobile  sur  lui-JiiOinc, 
la  position  de  tous  les  points  du  plan  est  détcrmincc  "-.  De  là  ré- 
sultent les  prineipes  suivants  : 

1°  Lorsque  les  )nouvcments  simultanés  des  différents  points 
d'un  plan  mobile  sur  lui-même  sont  déterminés  pour  deux  points 
de  ce  plan ,  ils  le  sont  en  même  temps  pour  tous  les  autres  points. 

2°  Lorsque  les  vitesses  simultanées  des  différents  points  d'un 
plan  mobile  sur  lui-même  sont  déterminées  pour  deux  points  de 
ce  plan  ,  elles  le  sont  en  même  temps  pour  tous  les  autres  jtoints. 

o"  Tout  mode  de  déplacement  qui  communique  à  deux  points 

sont  toutes  parallèles,  est  déterminé  par  deux  quelconques  de  ces  vitesses.  La 
figure  (21)  montre  (jue  ce  pian  est  dirigé  parallèlement  aux  droites  mm',  m'm". 
Elle  montre  en  même  temps  que  les  vitesses  mm",  nn',  etc.,  ont  leurs  extré- 
mités situées  sur  la  droite  o'm". 

'  Si  Ton  mène  par  le  [)oint  a'  une  droite  o's  parallèle  à  m'm"  el  (|u'on 
transporte  en  o  les  vitesses  mm",  nn",  etc.,  il  est  visible  qu'après  ce  trans- 
port, les  extrémités  m",  n",  etc.,  viennent  se  ranger  eu  m'",  n'",  etc.,  sur  la 
droite  o's,  les  droites  m"m"',  n"ii"'  étant  toutes  i)arallè!es  à  la  droite  om. 

-  Dès  qu'on  se  donne  une  position  du  plan  mobile  et  qu'il  y  a  continuité 
dans  les  déplacements  successifs,  la  détermination  est  et  reste  complète. 
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(l  nu  pian  iiiohile  -sur  liil-inèine  leurs  vileasas  aclucUes  cl  siiiud- 
uutées,  retuplit  en  même  temps  cette  même  condition  pur  rapport 
à  tous  les  autres  points. 

Cela  posé,  on  a  d'abord  ce  premier  corollaire  : 

4"  Si  deux  points  d'tin  plan  qui  se  ment  sur  lui-)n('nie  ont  eu 
même  tempjs  même  vitesse,  cette  vitesse  est  commune  à  tous  les 
autres  points.  Les  vitesses  simultanées  des  différents  points  sont 
donc  toutes  les  mêmes  ou  toutes  différentes. 

Il  est  ensuite  très-facile  d'établir,  ainsi  qu'on  Ta  fait  aux  nu- 
méros (il,  12  et  13),  les  propositions  suivantes,  qui  s'appliquent 
également  au  mouvement  d'un  plan  sur  lui-même  et  à  celui  d'une 
droite  dans  un  plan  : 

o"  Lorsqu'un  plan  se  meut  sur  lui-même  et  que  tous  ses  points 
n'ont  })as  eu  même  temps  même  vitesse,  il  est  un  point  du  plan 
dont  la  vitesse  est  nulle.  On  désigne  ce  point  sous  le  nom  de  cen- 
TUE  INSTANTANÉ  DE  ROTATION.  Lcs  vitcsscs  simultauées  dcs  autres 
points  sont  les  mêmes  que  si  le  plan  tournait  autour  de  ce  centre 
considéré  comme  fixe. 

6*  m,  m'  étant  deux  points  d'un  plan  qui  se  meut  sur  lui- 
même,  et  mn,  m'n'  les  segments  de  droite  qui  représentent  en 
direction,  sens  et  grandeur,  les  vitesses  actuelles  des  points  m,  m', 
deux  cas  sont  possibles  selon  que  les  segments  mn,  m'n'  so)tt  ou 
non  parallèles.  Dans  le  premier  cas,  les  segments  mn,  m'n'  sont 
perpendiculaires  à  la  droite  mm',  et  le  centre  instantané  de  rota- 
tio7i  se  trouve  à  la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite  nn'. 
Dans  le  second  cas,  le  centre  instantané  de  rotation  est  déterminé 
par  l'intersection  de  deux  droites  élevées  peiyendiculairement, 
l'une  en  m  sur  mn,  l'autre  en  m'  sur  m'n'. 

7"  L'état  de  mouvement  d'un  plan  qui  se  meut  sur  lui-même 
et  dont  tous  les  points  n'ont  pas  même  vitesse  peut  être  considéré 
soit  comme  se  réduisant  à  une  rotation  simple  autour  du  centre 
instantané ,  soit  comme  résultant  de  cette  même  rotation  trans- 
portée autour  d'un  point  quelconque  du  plan  mobile  et  composée 
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avec  it/ic  huuisldlxiii  jin'cifiéiiiciil  "fjale  à  lu  vilvssc  du  ce  poiul. 
8°  LorsfjKii/ie  tiroltc  se  nieiil  dans  va  plan,  son  nioiiveiiient 
se  compose  d'un  glissement  sur  elle-même,  et  d'une  rotation 
autour  d'un  point  choisi,  comme  on  veut,  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  instantané  de  rotation.  Quel  que  fioif  ce  point, 
la  vitesse  angulaire  reste  toujours  la  même.  La  vitesse  de  glisse- 
ment est  la  vitesse  effective  dn  point  substitué  comme  centre  au 
centre  instunluné  de  rotation. 

Du  mouvement  dans  l'espace  d'un  plan  et  d'un  solide. 

51).  Ktant  donnés  trois  points  d'un  solide,  non  situés  en  ligne 
droite,  les  points  de  ce  solide  sont  tous  déterminés.  De  là  résul- 
lent  les  principes  suivants  : 

1"  Lorsque  les  mouvements  simultanés  des  différents  points 
d'un  solide  sont  déterminés  pour  trois  points  de  ce  solide  non 
situés  en  ligne  droite,  ils  le  sont  en  même  temps  pour  tous  les 
autres  points. 

2°  Tjn'sque  les  vitesses  simultanées  des  différents  points  d'un 
solide  sont  déterminées  pour  trois  points  de  ce  solide  non  situés 
en  ligne  droite,  elles  le  sont  en  même  temps  pour  tous  les  autres 
points. 

3"  Tout  mode  de  déplacement  qui  communicjue  à  trois  points 
d'un  solide  non  situés  en  ligne  droite  leurs  vitesses  actuelles  et 
simultanées  remplit  en  même  temps  cette  même  condition  par 
rapport  à  tous  les  autres  points. 

4°  Lorsque  trois  points  d'un  solide  ont  en  même  temps  même 
vitesse,  cette  vitesse  est  commune  à  tous  les  auti'es  points. 

Soit  0  un  point  quelconque  pris  sur  un  solide  qui  se  meut,  ou 

lié  h  ce  solide  d'une  manière  invariable. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  point  o  soit  fixe  : 

m  étant  un  point  pris  sur  le  solide  en  dehors  du  point  o  et  l' la 

vitesse  de  ce  point,  deux  cas  sont  possibles  selon  que  la  vitesse  v 

est  ou  n'est  pas  nulle. 
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Dans  le  premier  cas,  la  vitesse  v  é(aiit  nulle,  {)renons  un  point 
quelconque  )i  situe  en  dehors  de  la  droite  om,  et  tirons  les  deux 
droites  on,  mn.  Ces  deux  droites  ayant  chacune  un  point  dont  la 
vitesse  est  nulle  (*),  il  s'ensuit  que  la  vitesse  du  point  n  est  perpen- 
diculaire au  plan  omn ,  et  qu'une  rotation  commençant  autour  de 
la  droite  om  peut  communiquer  aux  trois  points  o,  m,  n  leurs 
vitesses  actuelles  et  simultanées.  Concluons  que  celle  rotalion 
remplil  en  même  temps  cette  même  condition  par  rapport  à  tous 
les  autres  points  ^. 

Dans  le  second  cas,  la  vitesse  v  est  perpendiculaire  à  la  droite 
om  (*),  et  si  l'on  désigne  par  P  le  plan  mené  par  la  droite  om  per- 
pendiculairement à  la  vitesse  v,  on  peut  considérer  ce  plan  comme 
lié  au  solide,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  en  faisant 
partie.  Cela  posé,  soit  m'  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  P, 
en  dehors  de  la  droite  om,  et  v'  la  vitesse  de  ce  point.  La  vitesse 
v'  est  perpendiculaire  à  la  droite  0)n'  {').  D'un  autre  côté,  puisque 
la  vitesse  r,  dirigée  suivant  la  normale  au  plan  P,  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  mm'  située  dans  ce  plan,  il  s'ensuit  que  la  vi- 
tesse v'  est  aussi  perpendiculaire  à  la  droite  mm'  ^.  Concluons  que 
la  vitesse  v'  est  comme  la  vitesse  v  pei'pendiculaire  au  plan  P.  La 
conséquence  est  que  les  vitesses  des  différents  points  de  la  droite 
om'  sont  toutes  perpendiculaires  au  plan  P,  et  qu'il  existe  néces- 
sairement sur  cette  droite  un  point  n  dont  la  vitesse  ne  diffère  en 
rien  de  celle  du  point  m  ('). 

Par  le  point  o  menons  une  droite  D  parallèle  à  la  droite  mn. 
11  est  visible  que,  pour  communiquer  aux  trois  points  o,  m,  n 

(■)  Lorsqu'un  point  d'une  droite  a  une  vitesse  nulle,  les  vitesses  des  autres 
points  sont  parallèles  entre  elles,  perpendiculaires  à  la  droite  et  respective- 
ment proportionnelles  aux  distances  comprises  entre  les  points  ([u'elles  ani- 
ment et  celui  dont  la  vitesse  est  ludle.  (  N"  57.  Déduction  0".) 

2  Les  points  o  et  m  ayant  des  vitesses  nulles,  la  même  condition  subsiste 
pour  tous  les  points  de  la  droite  om.  Partant  de  là ,  on  pourrait  en  déduire 
immédiatement  que  l'état  de  mouvement  du  solide  considéré  se  réduit  à  une 
rotation  autour  de  la  droite  om. 

^  Lorsqu'un  point  d'une  droite  a  sa  vitesse  dirigée  perpendiculairement 
à  cette  droite,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  points.  (  N»  57.  Déduc- 
tion 2".) 


(  81    ) 

IciH»  xili'ssfft  iuHK'llo  cl  >imullaiiccs,  il  siillil  d  une  luliilimi  ({iii 
coiiiineiuc  aiiloiir  de  Ja  droilc  D  avec  mic  vitesse  angulaire!  égale 
au  rappori  de  la  vitesse  r  à  la  distance  eoin[)rise  entre  le  point  o 
el  la  di'oite  inn.  De  là  et  de  ce  (pii  précède  résulte  la  déduction 
suivante  : 

.')"  Lorsffif'un  solide  lonnie  autour  d'un  poiiil  fixe ,  parmi  les 
droites  passant  par  ce  point,  il  en  est  une  dont  l'état  actuel  de 
iiiotrveiiient  se  réduit  d  zéro.  Cette  droite  est  désignée  sous  le  no>u 

d  AXE  l.NSTANTA.NÉ  DE  ROTATION.    LcS   vitCSSCS    siui  ultailécs  dcs  d i jj'é- 

rcnts  points  du  solide  sont  les  nié)nes  que  s  il  tournait  autour  de 
cet  axe ,  considéré  comme  fixe. 

Supposons,  en  second  lieu,  (pie  le  point  o  participe  au  mouvc- 
inent  du  solide,  et  désignons  par  u  sa  vitesse  actuelle. 

Si  nous  comnninicjuons  à  tous  les  points  du  solide  la  vitesse  u 
du  point  0,  il  est  visible  (pie  l'état  de  mouvement  de  ce  solide 
peut  être  considéré  comme  se  composant  d'une  translation  re- 
présentée parla  vitesse  u  et  d'une  rotation  établie  autour  du  point 
0,  comme  si  ce  point  était  fixe. 

Soit  D  la  droite  suivant  laquelle  Vaxe  instantané  de  rotation 
serait  dirigé,  si  la  rotation  établie  autour  du  point  o  subsistait 
seule.  La  vitesse  u  du  point  o  peut  se  décomposer  en  deux  autres, 
l'une  u'  dirigée  suivant  la  droite  D,  l'autre  u"  perpendiculaire  à 
celle  même  droite.  11  suit  de  là  (juc  l'état  de  mouvement  du  solide 
se  compose  comme  il  suit  : 

Une  rotation  autour  de  la  droite  D; 

Un  glissement  u'  suivant  la  droite  D; 

Une  translation  u"  perpendiculaire  à  la  droite  D. 

Considérons  une  droite  D'  parall(3le  à  la  droite  D,  liée  au  solide 
et  telle  que  la  vitesse  communi(|uée  à  ses  différents  points  j)ar  la 
rotation  établie  autour  de  la  droite  D  soit  i)réeisémcnt  égale  et  de 
sens  contraire  à  la  vitesse  ii".  Il  est  visible  que  la  droite  D' existe  né- 
cessairemenl ,  ((uelle  est  unique*  et  que  son  état  de  mouvement 

'  La  (Iruilc  D'  csl  siliaV  daus  le  plan  iiicnc  par  la  droilc  D  perpeiidiculai- 
it'UK'iil  à  la  ditectioii  de  la  vilosse  u".  La  distance  de  la  droite  D'  à  la  droite  D 

6 
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consiste  toul  cnlicr  en  un  giissoinent  sur  elle  nR-ino.  ce  glissement 
ayant  lieu  avec  la  vitesse  ti'.  On  voit  de  mémo  qu'en  transportant , 
autour  de  la  droite  D',  la  rotation  établie  autour  de  la  droite  D, 
on  communique  aux  différents  points  de  celle-ci  la  vitesse  u".  La 
conséquence  évidente  est  que  l'état  de  mouvement  du  solide  se 
compose  d'une  rotation  autour  de  la  droite  D'  et  d'un  glissement 
u'  suivant  cette  même  droite.  De  là  résulte  la  déduction  suivante, 
déjà  formulée  n°  20  : 

6°  Lorsqu'un  solide  se  meut  et  que  tous  ses  points  n'ont  pas 
en  même  temps  même  vitesse,  parmi  les  droites  qu'on  petit  co/i- 
sidérer  coiinne  faisant  partie  de  ce  solide,  il  en  est  iiitc  dont  Vélat 
actuel  de  mouvement  se  réduit  à  un  simple  giissemenl  sur  elle- 
même.  Cette  droite  est  désignée  sotis  le  nom  cVxxe  iinstajntaaé 
GLJSSANT.  Les  vitesses  simultanées  des  différents  points  du  solide 
sont  les  mêmes  que  s'il  glissait  avec  cet  axe  et  qu'en  même  temps 
il  toxrndt  autour  de  ce  même  axe. 

Des  mouvements  angulaires  considérés  en  eux-mêmes 
et  isolément. 

40.  Nous  avons  vu  (n°'  25,  24 ,  23)  comment  les  rotations  d'un 
solide  autour  d'axes  quelconques  s'expriment  par  des  segments  de 
droites  parallèles  à  ces  a^^s  :  comment  aussi  elles  se  composent 
et  se  décomposent  suivant  les  mêmes  lois  que  les  vitesses  d'un 
point  représentées  par  ces  mêmes  segments.  Partant  de  là,  on  peut 
établir  directement  et  sans  la  moindre  difliculté  toutes  les  propo- 
sitions développées  dans  les  numéros  suivants.  Bornons-nous  à 
reproduire  sous  une  autre  forme  qucl(]ues-unes  de  ces  proposi- 
tions, et  considérons,  en  particulier,  les  mouvements  angulaires, 
abstraction  faite  des  translations  qui  se  composent  avec  eux  sans 
les  modifier. 

est  le  quotient  de  la  vitesse  u"  par  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  établie 
autour  do  la  droite  D.  Deux  [losilioiis  correspondent  i)Our  la  droite  D'  aux 
indications  ([ui  |)récèdenl  :  celle  qu'il  laul  cliui.-ir  est  déterminée  par  le  sens 
lie  la  rotation. 


(  «"l  ) 

Siigil-il  (1  lin  sx'slèinc  (luclcomiiic  de  poiiils  lies  riilir  eux  d  une 
iiiaiiièro  inviii'iahlc?  Tinilc  rotalion  de  ce  sijstènie  autour  d'un 
axe  (pielcoiK/tie  peiil  être  fra/tsjiortée  autour  d'tat  autre  axe,  pa- 
rallèle au  preiiiii'r ,  et  choisi  comme  on  veut.  Si,  [)Oiir  eflectiicr 
ce  trans|)ort,  sans  chamjcr  l'étal  de  inouvonent  du  système,  il  faut 
iiilrotluii'c  une  (M'ilaiiic  translation,  cette  ti-anslation  ne  cliange 
rien  au  inouvenieni  angulaire,  et  l'on  peut  en  faire  abstraclion, 
lorstjuon  considère  exelusivemcnt  celui-ci. 

S  agit-il  d'un  plan?  Dans  le  cas  le  plus  général,  l'étal  de  mou- 
vement de  ce  plan  se  réduit  à  une  rotation  simple  autour  de 
l'axe  instantané  glissant.  Cette  rotation  est  décomposable  en  deux 
autres,  l'une  autour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  mobile,  l'autre 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  même  plan.  Le  glissement 
qui  a  lieu  suivant  l'axe  instantané  peut  se  décomposer  de  la 
même  manière.  Il  s'ensuit  que  si  l'on  combine  cliacune  des  deux 
rotations  composantes  avec  celle  des  deux  composantes  de  la  vi- 
tesse de  glissement  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  a  pour  résul- 
tantes uniques  deux  rotations  simultanées,  généralement  non  con- 
courantes et  respectivement  établies,  l'une  autour  d'un  axe  situé 
<lans  le  plan  mobile,  lautre  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce 
même  plan.  Le  premier  de  ces  deux  axes  n'est  autre  que  la  droite 
désignée  (n°20)  sous  le  nom  de  caractéristique  ;  le  second  déter- 
mine par  sa  rencontre  avec  le  plan  mobile  le  point  appelé  foijer  K 

'  On  pi'ut,  sans  rien  changer  aux  positions  successives  d'un  pi.'in  qui  se 
meut  dans  l'espace,  supprimer  tout  mouvement  de  ce  pian  sur  lui-même.  Gela 
l)osé,  il  est  aisé  de  voir  que  la  considération  de  la  caractéristiiiue  et  du  foyer 
conduit  directement  aux  déductions  suivantes  : 

Tout  mouvement  d'un  plan  dans  l'espace  consiste  généralement  en  une  rota- 
tion autour  d'une  droite  mobile,  dite  caractéristique. 

La  caractéristique  se  meut  dans  le  plan,  et  le  [ilan  tourne  autour  de  la  carac- 
téristique, tous  deux  incessamment. 

Le  lieu  des  positions  successives  de  la  caractéristique  est  une  surface  déve- 
l(>l>pable. 

Cette  surface  peut  être  cylindrique  ou  conique.  En  général  elle  est  autre  , 
et  dès  lors  elle  a  pour  arête  de  rebroussement  le  lieu  des  points  oit  les  foyers 
se  projettent  sur  les  caractéristi(iues  qui  leur  correspondent  respectivement. 

Le  plan  qui  se  meut  étant,  par  hypothèse,  dépourvu  ou  dépouillé  de  tout 


(  «'•■  ) 

11  est  s()ii\c'iil  ulilc  cic  lonsidt'i'cr  ;i  piul  cl  c\clu.si\ciiiriil  la 
dira-lion  alfcctéc  dons  Tcspacc  ])ar  le  plan  mobile.  Le  moin  onienl 
angulaire  qui  correspond  aux  cliangemenls  de  celte  direclioii  se 
réduit  à  la  rotation  composante  établie  autour  de  la  caractéris- 
li(iuc.  Il  suflit  donc  de  déterminer  cette  composante  et  l'on  peut 
l'aire  abstraction  de  la  rotation  établie  autour  de  la  normale. 

S'agit-il  d'une  droite?  Imaginons  une  autre  droite,  assujettie  à 
passer  par  un  point  fixe  o  et  à  rester  pai-allèle  à  la  droite  donnée. 
L'identité  qui  subsiste  entre  les  mouvements  angulaires  simul- 
tanés de  ces  deux  droites  permet  de  substituer  l'un  à  l'autre,  et 
réciproquement.  Tout  se  réduit  donc  au  mouvement  d'une  droite 
qui  tourne  autour  d'un  de  ses  points  supposé  fixe.  Considérons  ce 
dei'nier  mouvement. 

Soit  m  un  point  de  la  dioite  mobile,  autre  que  le  point  o,  et  v 
la  \ilesse  actuelle  de  ce  point.  Si  nous  désignons  par  Q  le  plan 
mené  par  la  droite  ont  perpendiculairement  à  la  direction  de  la 
vitesse  V,  il  est  visible  que  l'état  de  mouvement  de  la  droite  mo- 
bile est  réductible  à  une  rotation  dont  Taxe  peut  èti-e  choisi  comme 
on  veut  parmi  toutes  les  droites  tracées  dans  le  plan  Q  à  partir  du 
point  0  *. 

S'aijit-il  en  dernier  lieu  de  deux  droites  mobiles?  Considérons 
un  plan  P,  assujetti  à  rester  parallèle  à  ces  droites  et  tournant  en 
conséquence  autour  de  sa  caractéristique.  La  rotation  propre  à 
chacune  des  droites  mobiles  est  décomposable  en  deux  autres, 
l'une  autour  dun  axe  perpendieulairc  au  plan  P,  l'autre  autour 
d'un  axe  situé  dans  ce  même  plan.  Cela  posé,  on  ])eut  établir 
irès-simplcment  le  théorème  énoncé  comme  il  suit  (n°  53)  : 

niouvcnicul  Mir  liii-iiu'iiK' ,  cIkktiii  ilr  ses  puinls  deciil  une  Irajocloirc  (|iii  le 
cdiipi'  à  angle  (.lioit. 

Toule  dioile  tracée  clans  le  plan  mcihile  par  le  peiiil  décrivant  s'enroule  sui' 
le  lieu  des  caraelérislicincs  suivani  une  développée  de  la  trajectoire  de  ce 
poin). 

'  Parmi  les  droites,  en  nonibi'e  inlini,  (ju'on  peut  ainsi  prendre  pour  axes 
instantanés  de  rotation ,  une  seule  est  exclue  :  c'(>st  la  droite  mobile.  La  vitesse 
de  rotation  change  avec  la  droite  elioisic  pour  axe  instantané  :  elle  est  la 
moindre  |)ossil)le,  lorscpie  cet  axe  est  pris  à  ant^lo  droit  sur  la  droite  mobile. 


(    «0    ) 

Kidiil  (hmiKs  un  jiliiii  V  /nind/rlc  à  deux  (Iroilcs  inohi/rs  A,  15. 
t'I ,  pour  cIhiciiiiv  df  ces  droites,  sa  rolutioii  (■<)iiii)Os<nile  iiuUnir 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  P,  si  /'o/t  représente  par  oa ,  ol»,  les 
rotations  données,  et  par  an,  ]m  deux  pand- 
li'les  aux  droites  A,  B,  la  rotation  de  lu  normale 
au  plan  P  est  reprèseidée  en  direetion,  sens  et 
(jrandciir  jiar  la  dia(p>nah'  ou  du  (piadrilali-ri- 
oani).  Cela  revient  à  dire  (fue  la  droite  (tn  i-st  la 
caraetéristi(iue  du  plan  P,  et  (pie  la  rotation  de 
ce  plan  P  autour  de  cette  droite  est  représentée 
en  sens  et  qraudeur  par  le  seijmml  on. 


FIN  DE  LA  CIM'MATIQUE  KT   Dr  I.A  l'UrMlKHi:  PARTIR. 


DEUXIEME  PAIITIE. 


RÈGLES  GÉNÉRALES  DE  LA  UIFFÉRENTLVnON,  COMPRENANT, 
POUR  LES  CAS  LES  PLUS  SIMPLES,  LES  RÈGLES  CORRESPON- 
DANTES DE  L'INTÉGRATION. 


CHAPITRE  I^ 


PRINCIPES     FONDAMENTAUX. 


1.  Considérons  nn  point  mobile  dans  l'espace.  La  direction 
suivie  par  ce  point  peut  être  constante  ou  bien  incessamment 
variable.  Dans  le  premier  cas,  la  ligne  décrite  est  droite;  dans  le 
second  cas,  la  ligne  décrite  est  courbe. 

Désignons  sous  le  nom  de  directrice  la  droite  suivant  laquelle 
la  vitesse  du  point  mobile  est  dirigée  à  l'instant  que  l'on  considère. 
Si  la  ligne  décrite  est  droite,  la  directrice  est  fixe;  si  la  ligne  dé- 
crite est  courbe,  la  directrice  tourne  autoiu^  du  point  décrivant. 

De  là  résulte  la  définition  suivante  : 

La  courbe  est  la  trace  d'un  point  qui  se  meut  suivant  vnc 

dircriio»  iiircssfi))>)})ei)t raridhfc , 
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ou  niioiix  oncoro  : 


La  courbe  est  la  trace  d'un  point  (/ai  se  meut  sur  une  droite 
mobile,  dite  directrick,  le  point  (jUssant  sur  la  droite  et  la  droite 
tournant  autour  du  point,  loiis  deux  ijicessaniment. 

En  npi)li(Hiaiit  crttc'dcTinitioii  à  une  conil»c  qnoironque,  on  con- 
state aisément,  poui"  toute  position  (lélcrniiiiée  du  point  généra- 
teui',  l'identilé  de  la  droite  dite  directrice  et  de  celle  ipi'on  désigne 
en  général  sous  le  nom  de  tanijeute  '. 


'  Donnous-nous  un  point  svu'  une  coiiilx'  et  rt'iirésciiloiis-iioiis  toutes  les 
droites  qu'on  peut  mener  par  ce  point. 

La  tangente  étant  définie,  celle  de  ces  droites  dont  la  courbe  s'écarte  le 
moins  à  partir  et  dans  le  voisinage  du  point  donné,  on  voit  tout  d'alinrd  (|u'elle 
se  confond  nécessairement  avec  la  directrice.  Veut-on  d'ailleurs  démonli-er 
ù  pjvor/ cette  proposition?  On  y  parvient  aisément  de  la  manière  suivante  : 
Soit  »!  un  point  (pii  décrit  une  courl)e  et  D  la  directrice  de  ce  point. 
Déterminons  d'abord  une  position  quelconque  du  point  décrivant.  Soif  o 
cette  position  prise  pour  origine  de  l'arc  décrit  par  le  poiiU  m  et  ot  la  position 
correspondante  airectée  parla  directrice  à  cette  origine.  Par  le  point  o  menons 
une  droite  on  choisie  comme  on  voudra. 

Sans  rien  changer  à  ce  (]ui  précède,  considérons 
le  point  m  après  sa  sortie  du  lieu  o.  Soit  ?//'  la  |)ro- 
jeclion  ortliogonale  du  point  m  sur  le  plan  nol,  et 
p,  q  celles  du  point  m'  sur  les  droites  ot,  on.  Il  est 
visil)le  que  la  distance  mp  du  point  m  à  la  droite  ot 
est  moindre  ou  plus  grande  que  la  distance  mq  du 
point  in  à  la  droite  on ,  selon  que  le  segment  m'p 
est  lui-même  moindre  ou  plus  grand  que  le  seg- 
ment m'q. 

Désignons  par  c  la  vitesse  du  point  m  sur  sa  tra- 
jectoire, et  par 


\ï 


les  compléments  des  angles  que  la  directrice  D  fait  avec  les  droites  m'p,  m'q,  à 
l'instant  que  l'on  considère.  En  décomposant  la  vitesse  v  suivant  les  trois  direc- 
tions rectangidaires  mm',  m'p,  ot,  on  a,  pour  composante  parallèle  à  in'p , 
r  sin.  a.  En  (lé('oni|)osanl  celte  même  vitesse  suivant  les  trois  directions  rec- 


(  «î^  ) 

Cela  pos(',  entrons  en  niatièio. 

Dans  la  dcscriplion  d'une  courbe  par  un  point,  le  point  (lécri- 
vant  peut  être  considén'  comme  (/lissant  sicr  la  (lii'ectricevn  même 
temps  (jue  la  (lin'cliirc  laur/ic  aitfoar  du  point  décrivant.  La  ro- 
lalion  de  la  directrice  auloiii'  du  point  décrivant  a  pour  ciïct 
anique  de  changer  inccssatuincnl  la  direction  de  ce  point  :  elle 
n'altère  en  rien  sa  vitesse  considérée  comme  grandeur,  ni  V étend av 
linéaire  décrite  en  vertu  de  cette  môme  vitesse.  De  là  résultent 
les  relations  suivantes  existant  entre  les  longueurs  décrites  simul- 
tanément sur  des  lignes  (]uel(OH(pies  et  les- vitesses  correspondantes 
des  points  qui  décrivent  ces  longueurs  : 

i°  Lorsque  les  vitesses  des  points  décrivants  passent  en  même 
temps  ])ar  les  )néntes  defjrés  de  (jraftdear,  les  lonijueurs  décrites 
simultanément  sont  constamment  éyales. 

2°  Lorsque  les  longueurs  décrites  simultanément  sont  constaDi- 
ment  égales,  les  vitesses  des  points  décricants  passent  en  même 
temps  par  les  mêmes  degrés  de  grandeur. 

3"  Lorsqu'on  compare  entre  elles,  d'une  part ,  des  longueurs 
décrites  simultanément  sur  des  lignes  quelcotiques ,  d'autre  part, 
les  qrandeurs  des  vitesses  simultanées  des  points  décrivants ,  on 
peut,  sans  altérer  en  rien  les  rapports  cherchés,  substituer  à 

tangulaires  »!»i',  m'q,  on  ,  il  viciU  de  même,  pour  composante  parallèle  à  m'q. 
V.  sin.  C. 

Les  composantes  v  sin.  a ,  v  sin.  S,  sont  évidemment  les  vitesses  siniullanées 
avec  lesquelles  croissent  les  segments  m'p,  m'q.  En  outre,  il  y  a  lieu  d'obser- 
ver qu'au  sortir  du  lieu  o  .  on  a  d'abord  et  en  même  temps 

i>;  ==  0,      ^=  ang.  (not.). 

Cela  posé,  puisque  l'angle  x  commence  par  être  nul,  il  s'ensuit  qu'il  reste 
constamment  inférieur  à  l'angle  S  pour  toute  l'étendue  d'un  certain  arc  <t  , 
compté,  à  partir  du  point  o,  sur  la  trajecloiredu  point  m.  Or, aussi  longlenii)s 
que  l'angle  a  resle  moindie  que  l'angle  ^,  la  vitesse  v  sin.  j.  est  et  demeure 
plus  pelile  que  la  vitesse  v  sin.  S.  La  conséquence  évidente  est  que  le  seg- 
ment m'p  est  constamment  inférieur  au  segment  m'q  pour  toute  Velendue  de 
l'arc  (7 ,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  distance  mp  comparée  à  la  distance  mij. 
De  là  résulte  immédialemenl  la  proposition  énoncée  plus  haut. 
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rhaqui'  ligne  effectivement  flécrite  une  ligne  (/nelconfjue  choisie 
arbitrairement.  Il  suffit,  pour  cela,  que,  de  part  et  d'autre ,  dans 
la  première  de  ces  deux  lignes  et  dans  celle  qu'on  lui  substitue, 
les  longueurs  décrites  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  les  vitesses  des 
points  décrivants  passent  eu  même  temps  par  les  mêmes  degrés 
de  grandeur. 

Ces  trois  propositions  pouvant  être  considérées  comme  évi- 
dentes, nous  nous  bornons  à  les  énoncer. 

2.  Les  principes  du  n''  1  ont  pour  conséquences  immédiates 
les  déductions  suivantes  : 

i°  Lorsque  les  longueurs  décrites  en  même  temps  par  deux 
points  conservent  entre  elles  un  rapport  invariable,  ce  même 
rapport  existe  entre  les  vitesses  simultanées  de  ces  points; 

Réciproquement  : 

2"  Lorsque  les  vitesses  simultanées  de  deux  points  conservent 
entre  elles  un  rapport  invariable ,  ce  même  rapport  existe  entre 
les  longueurs  que  ces  points  décrivent  simultanément  '. 

'  Soient  m  et  m' les  points  décrivants ,  v  et  v'  leurs  vitesses  respectives 
simultanées,  /  et  l'  deux  longueurs  quelconques  décrites  simultanémenl  par 
ces  points  et  correspondantes  aux  vitesses  r ,  v'.  Il  s'agit  de  démontrer  (pie  si 
l'on  a  toujours 

(1) -  =  constante  =  c. 

r 

il  en  résulte 

■y 

(z) —  =:  constante  =  c, 

v' 

et  réciproquement. 

Partons  de  l'équation  (2)  et  montrons  (pi'elle  implique  comme  consé(iuence 
l'équation  (1),  et  réciproquement. 

Soit  une  circonlérence  de  cercle  ayant  son  centre  en  o  et  on  pour  rayon. 
Le  point  o  restant  fixe,  imaginons  que  le  point  ;;  se  meuve  sur  la  circonfé- 
rence on ,  en  même  temps  et  avec  la  même  tntesse  (jne  le  point  m  sur  la  ligne 
qu'il  décrit.  Sur  le  rayon  o»,  prenons,  à  ])arlir  du  point  o,  une  longueur  on', 
telle  que  l'on  ait 

on 

on' 
On  voil  aisi'men!  ([!ie  le  pnini  n'  «lu  rayon  on  iléorit  une  circonférence  île 
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5°  Soient  ru,  jii',  m"  trois  points  décrivants,  v,  v',  v"  leurs 
r liesses  respeelives  siiiiullani'es ,  1,  V,\"  trois  lon(jueurs  (luelron- 
(fiivs  décrites  sinridlntiéiiient  par  ces  points;  si ,  pendant  la  des- 
crlption  de  ces  longueurs  on  a  toujours, 

)•  =  v'  -h  v" , 
il  en  résulte, 

I  =  r  -i-  I"  . 
et  réciproquenient  (1). 

cercle  concentrique  à  la  première ,  et  qu'il  se  meut  sur  cette  circonférence 
en  même  temps  et  avec  la  même  vitesse  que  le  point  m'  sur  la  ligne  qu'il 
(léciit.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  remplacer  les  deux  lignes  données  par  deux  cir- 
conférences de  cercle  concentriques  et  décrites  simr.îtanémenl  i)ar  deux  points 
d'un  seul  et  même  rayon.  Or,  en  ce  qui  concerne  ces  circonférences,  la  pre- 
mière lelalion  implique  évidemment  la  seconde,  el  réciproquement.  Il  en  est 
donc  de  même  relativement  aux  lignes  quelconcfues  décrites  simultanément  par 
les  points  m,  m'. 

'  Supposons  que  l'on  ait 

r  =   r'  -+-   >•" , 

et  démontrons  ([u'il  en  résulte  nécessairement 

/  =  /'  +  /". 

Soit  une  droite  D.  Imaginons  sur  cette  droite  un  point  n  qui  s'y  meuve  en 
même  temps  et  avec  la  même  vitesse  que  le  point  m'  sur  la  ligne  qu'il  décrit. 
Les  longueurs  décrites  simultanément  par  le  point  n  sur  la  droite  D,  el  par  le 
point  m'  sur  sa  trajectoire,  sont  constamment  égales.  Imaginons,  en  outre, 
(lue  la  droite  D  glisse  sur  elle-même,  dans  le  même  sens  (jue  le  point  n,  en 
même  temps  et  avec  la  même  vitesse  que  le  point  m"  sur  la  ligne  qu'il  décrit. 
Il  y  a,  dès  lors,  égalité  constante  entre  deux  longueurs  quelconques  décrites 
simultanément ,  l'une  par  le  point  m"  sur  sa  trajectoire ,  l'autre  par  chacun 
des  points  de  la  droite  D.  Il  s'ensuit  aussi  que  les  longueurs  décrites  par  le 
point  n  dans  l'espace,  sont  constannnent  égales  à  la  somme  des  longueurs 
décrites  simultanément  par  les  points  m'  et  7n"  sur  leurs  trajectoires  respec- 
tives. Eu  égard  au  double  mouvement  (|ui  l'anime  suivant  une  même  direc- 
tion et  dans  un  même  sens,  le  point  n  se  meut  avec  une  vitesse  totale  exprimée 
par  la  somme  v'  -+-  v",  et  par  conséquent  égale  à  v.  Or,  par  hypothèse,  v  est 
précisément  la  vitesse  du  point  m  sur  sa  trajectoire.  La  conséquence  est  donc 
que  les  longueurs  décrites  simultanément  par  les  points  metn  sont  constam- 
ment égales. 

(ieja  posé,  /  élaut ,  pour  le  point   m.  une  de  ces  longueurs,  nous  savons 
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Ces  trois  propositions  se  démontrent  sans  la  moindre  difficulté, 
les  premières,  en  considérant  deux  points  assujettis  à  rester  sur 
un  même  rayon  et  à  décrire  en  même  temps  deux  circonférences 
concentriques;  la  dernière,  en  supposant  le  point  m'  mobile  sur 
une  droite  et  l'obligeant  à  s'y  mouvoir  avec  la  vitesse  r',  tandis 
que  la  droite  glisse  sur  elle-même  avec  la  vitesse  r". 

ô.  Les  notions  qui  j)récèdent  l'enlerment  en  princijie  toute  la 
théorie  de  la  rectification  des  courbes.  Elles  s"ap})li(pient  de  même 
à  la  quadrature  des  aires  et  à  la  cubalure  des  solides.  Plus  géné- 
ralement encore,  elles  s'étendent  à  toutes  les  opérations  désignées 
sous  le  nom  d'inléfjraliotis. 

Lorsqu'un  point  décrit  une  courbe,  on  peut  concevoir  un  autre 
point  décrivant  une  droite  et  supposer  que,  de  part  et  d'autre,  les 
vitesses  des  deux  points  passent,  en  même  temps,  par  les  mêmes 
degrés  de  grandeur.  La  conséquence  est  que  deux  longueurs  (piel- 
eonques,  décrites  simultanément,  Tune  sur  la  courbe,  l'autre  sur 
la  droite,  sont  toujours  égales,  et  peuvent  ainsi  se  substituer  lune 
à  l'autre.  C'est  sur  ce  principe  élémentaire  que  se  fonde  toute  la 
théorie  de  la  rectification  des  courbes.  En  ce  qui  concerne  les  qua- 
dratures et  les  cubatures,  de  même  que  toutes  les  autres  opéra- 
tions analogues,  il  suffit  d'un  simple  artifice  pour  rendre  le  même 
principe  immédiatement  applicable. 

Voici  quel  est  cet  artifice. 

On  prend  pour  ('(jitivaleiil  ninnérif/ne  de  chacune  des  grandeurs 
variables  que  l'on  considère  une  longueur  décrite  par  un  point 
mobile  et  composée  avec  l'unité  linéaire  comme  la  grandeur  con- 
sidérée se  compose  avec  son  unité  propre.  Cela  fait,  tout  se  réduit 
à  comparer  entre  elles,  d'une  part,  des  longueurs  décrites  simul- 
tanément, d'autre  part,  les  vitesses  correspondantes  et  simidla- 
nées  des  points  décrivants. 

(Icjà  que  l'autre  est,  pour  le  point  n,  la  somme  des  longueurs  décrites  simid- 
uincnienl  par  les  points  m'  ei  m",  c'est-à-dire  l'-i-l".  On  a  donc, 

/  =  /'-+-  /"  C.  Q.  F.  D. 

La  proposition  réciproque  se  démontre  dcl.i  mémo  manière. 
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Tant  (lu  il  s'agit  des  loJiguciir.s  subsliuiccs  cuiiiiiic  (■(juiialiiil^, 
niniK'rifiues  aux  grandeurs  variables  (|uc  l'on  considère  et  dont 
on  éUulie  les  variations  continues  siinullanées,  les  vitesses  (ies 
poiiils  (jui  décrivent  ces  longueurs  sont  de  simples  vitesses,  nette- 
ment définies  et  conçues  directement  sans  la  moindre  dilliculté. 
l)"un  autre  côté,  Ton  peut  dire  de  ces  mêmes  \itesscs  qu'elles  sont 
les  vitesses  iVaccroissement  des  grandeurs  (■onsid('rées.  Mu  général, 
on  les  désigne  sous  le  nom  de  diffêrenlie/les  et  on  les  exprime, 
soit  eu  laisant  précéder  de  la  lettre  d ,  soit  en  surchargeant  d'un 
point  le  signe  rej)résentalir  des  grandeurs  correspondantes;  c'est 
ainsi,  par  exemple,  que  si  l'on  a  en  \  ue  certaines  grandeurs  ex- 
primées par  les  lettres  x,  i/,  o,  etc.,  les  s}ml)oles  dx ,  dy,  du,  etc., 
ou  X  ,  y,  d,  etc.,  désignent  les  vitesses  d'aecroissenieul de  ces  gran- 
deurs, ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  vitesses  des  points  qui  dé- 
crivent les  longueurs  substituées  comme  équivcdents  numérirjucs 
aux  grandeurs  x,  y,  a,  etc. 

4.  l^récisons  davantage  ces  piemières  données  fondamentales. 

Soit  X  une  grandeur  quelconque  continûment  variable  et  x  ou 
dx  sa  différentielle. 

Prenons  une  droite  J)  et,  sur  celte  droite,  à  partir  d  un  point 
fixe  o.  une  longueur  o)n. 

Par  bvpothèse,  la  longueur  oui  esll'é(jiiivaleiit  luiiiiéi  itjiiedc  la 
grandeur  x,   c'est-à-dire  qu'elle  se  compose   avec 

l-'i'j.  2i.       lunilé   linéaire  comme  la  grandeur  x  se  compose 

0  i)i  avec  son  unité  projjre.  11  en  résulte  ([lie  la  longueur 
ont  est  comme  la  grandeur  x  incessamment  varia- 
ble, et,  consé<iuemment,  que  le  point  )ii  se  trouve  assujetti  à  glis- 
ser continûment  sur  la  droite  D. 

Cela  posé,  la  différentielle  x  ou  dx  est  la  xitesse  du  point  )h  sur 
la  droite  D. 

Sans  rien  changer  à  ce  qui  jjrécède,  on  jjcut  substiluer  à  la 
droite  D  une  ligne  quelcontiue.  On  dirait  alors  et  plus  gém-ralc- 
)nent  : 

La  diirérentiellc  x  ou  dx  est  la  vitesse  du  point  m  sur  sa  trajec- 
toire. 

Soil  /y  une  autre  grandeur  quelcontiue  dépendant  de  la  pre- 
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inicre  et  supposée  euiuine  elle  inet-ssaiiiiiieiit  variaMe.  Aoiis  jxtu- 
vons  abréger  et  de  même  que  nous  sommes  conduit  à  résumer 
eojiime  il  suit  la  définition  précédente  : 

La  dijft'venlleUe  x  ou  dx  eal  la  vitesse  du  point  tjui  décril  la  lon- 
(jueur  subslituée  comme  équivalenl  numérique  à  la  (jrundeur  x, 

nous  dirons  simplement  : 

La  différentielle  y  on  à\  est  la  vitesse  du  point  qui  décril  la  lon- 
gueur substituée  comme  équivalent  numérique  à  la  qrandeur  y. 

Cette  définition  maintenant  bien  comprise  est  tout  à  fait  gé- 
nérale. 

La  variable  x  est  dite  indépendante  lorsqu'on  en  dispose  et 
qu'on  la  fait  croître  ou  décroître  uniformément.  En  ce  cas,  la  vi- 
tesse X  est  constante  et  choisie  d'ailleurs  comme  on  veut. 

La  fonction  y  dépend  ,  par  liypothèsc,  de  la  variable  x.  Il  scn- 
suit  que  la  vitesse  i)  dépend  de  la  vitesse  x,et  qu'en  général,  elle 
est  incessamment  variable,  alors  même  que  la  vitesse  x  est  sup- 
posée constante. 

Partant  de  là ,  voici  quel  est  l'objet  du  calcul  différentiel  pro- 
prement dit  : 

Étant  données  lu  variable  x  et  la  fonction  y,  déterminer^  pour 
chaque  valeur  de  la  variable  x,  la  relation  qui  s  établit  entre  les 
vitesses  simultanées  correspondantes  x,  y. 

A  côté  de  ce  problème  vient  naturellement  se  poser  le  problème 
inverse  : 

Étant  donnée  la  relation  générale  qui  subsiste  entre  les  vitesses 
simultanées  x,  y,  déterminer  l'un  par  l'autre  les  accroissentents 
simultanés  produits  par  ces  vitesses  dans  les  (jrandeurs  corres- 
pondantes y  et  X. 

Ce  problème  inverse  peut  être  considéré  comme  l'objet  du 
calcul  intégral  réduit  à  son  expression  la  plus  simple. 

Ces  préliminaires  établis,  abordons  iinmédialcmcnt  l'cxjjosé  des 
règles  du  calcul  diirérentiel,  Chemin  faisant,  nous  indi(|uerons,  pour 
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lc>  cas  les  |ilti>  siiiipU's,  coiffiiicnt  cliiKUiic  de  ces  règles  inijilicuic, 
par  voie  (le  réciprocité,  une  règle  C()rr('s|)ondan le  <lii  calcul  int('gral. 
5.  N'cms  savons  déjà  (lue,  sans  changer  en  l'ien  les  exjjressions 
MiMnéri(iucs  introduites  dans  le  calcul,  on  peut  ai)pli(pjer  diree- 
Icnicnl  aux  grandein-s  données  les  résultats  obtenus  pour  des  lon- 
gueiu's  é(juivalentes  et  récipro([iienient.  De  là  résultent  innnédia- 
l(>ment  les  déductions  suivantes,  où  Ton  étend  à  des  grandeurs 
(pi('l('()U(pies  les  relations  énoncées  n"  1  et  2,  en  ce  qui  concerne 
la  descii[>lion  siniidtanée  de  plusieurs  longueurs  et  les  vitesses 
correspondantes  des  points  décrivants  :     - 

1"  c  ('laiit  une  (jnui(leiir  conslaiile ,  la  vitesse  '  c  est  toujours 
nulle  et  ri'cipro((uenu'iil. 

2"  y  étant  une  grandeur  continuinenl  variable,  la  vitesse  y 
n'est  pas  nulle  en  général  ;  elle  est  positive  ou  négative,  selon 
que  la  grandeur  y  croit  ou  décroit. 

5°  Lorsiiu'il  existe  entre  deux  grandeurs  incessamment  varia- 
bles, y  et  X,  un  rapport  constant  a,  le  même  rapport  s  établit 
entre  les  vitesses  simultanées  x  et  y.  (N"  2,  règle  1.) 

y  =  ax        do/me,  e)i.  consé([uence ,         y  =  ax : 

ht"  Lorsqu  il  existe  entre  les  vitesses  simultanées  y,  x  un  rap- 
port constant  a,  le  même  rapport  subsiste  entre  les  accroissements 
siniultunés  des  grandeurs  correspondantes  y  et  x.  Ces  accroisse- 
ments s'expriment  en  faisant  précéder  de  la  lettre  ^  les  si(f}tcs 
représentatifs  des  grandeurs  considérées.  (N"  2,  règle  2.) 

y  =  ax         donne,  en  conséquence,         Ay  =  asx; 

0°  Lorsqu'il  existe  entre  trois  grandeurs  incessamment  varia- 
bles, X,  y,  z,  une  relation  telle  que  l'u7ie  soit  constamment  égale 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  autres,  la  même  relation 
subsiste  entre  les  vitesses  correspondantes  x,  y,  z.  (N°  2,  règle  5.) 

z  =  y  dz  X         donne ,  en  conséquence ,         z  =  y  ±  x  ; 

^  Le  locleur  ne  perdra  i)as  de  vue  cjue  les  mots  vilease  et  di/J'érenlielle  sont 
ici  tout  à  l'ait  byuonymes. 
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G"  Lorsifii  il  cjcislc  ctilre  les  vile.s.^s  ■'yiintillaitée.s  x,  y,  z  une 
rekilion  telle  que  l'une  soit  cotistainnient  ('(jale  à  la  somme  ou  à 
la  di/Jérence  des  deux  autres,  la  même  relation  subsiste  entre 
les  aeeroissements  simultanés  des  grandeurs  eorrespondanles 
^,  y,  z.  (N"  2,  règle  5.) 

z  =  y  ziz  .i;       donne,  en  conséquence,       àz  =  ai/  rt.  Ax ; 

7°  Les  règles  I,  3,  5  du  présent  numéro  s'étendent  d'elles- 
mêmes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  z,  y,  x,  etc.,  com- 
binées ou  non  avec  des  constantes  a,  b,  c,  etc. 

c=«  -♦-  bij-i-  ex  ■+■  etc.  donne,  en  conséquence,  z  =  by  •\-  ex  •+■  olc; 

8"  Les  règles  4  et  G  s'étendent  de  la  même  manière  : 

z  =  bij  -\-  ex  -f-  etc.  donne,  en  conséquence,  àz  —  bàij  -+-  csx  +  de. 

Théorème  fondamental  du  calcul  di/J'érentiel. 

(>.  Avant  de  poursuivre  cette  première  série  dapplications , 
montrons,  en  général,  comment  toute  relation  établie  entre  deux 
grandeurs  continûment  variables,  implique  une  relation  corres- 
pondante entre  les  diirérenlielles  de  ces  mêmes  grandeurs,  et 
réciproquenient. 

Soient  deux  grandeurs  (juelconques,  fonctions  lune  de  l'autre, 
et  variant  ensemble  d'une  manière  continue. 

(lonsidérons  ces  grandeurs  lorsqu'après  avoir  acquis  en  même 
temps  l'une  la  valeur  (juclconquc  x,  l'autre  la  valeur  correspon- 
dante y,  elles  s'écartent  de  ces  valeui's  en  variant  contiru'nnent 
et  sinuiltanément. 

Par  bypotbèse,  on  a  généralement 

(I) .'j=fV)^ 

chaque  valeur  de  x  déterminant  pour  y  une  valeur  correspon- 
ilanle,  et  récipro(]uement. 
Soient  P»i,  Qn  deux  longueurs  prises  à  partir  des  points  P  et  Q 


(  '-'7  ) 

suv  dt'iix  di'oilrs  paiiillèlcs^X,  QV,  et  .siil)sliHi(''cs,  comiiic  (■•(|iii 
Nitinils  mmi(''ri(iiics,  rmic  à   la   grandciii-  .r ,  rentre   à   la  graii- 
ik'Ui'  i/. 

A  chaque  posilioii  du  poinl  m  sur  la  dioiK;  PX  correspond  iiiio 
position  (k'terniince  du  ])oint  //  sur  la 
^^'  ~ '•  droite  QV.  Concevons  une  droite  nio- 

Y  bile  assujettie  à  passer  constamment 
par  les  points  m  et  //,  laiidis  que  ces 
points  glissent  siniullanéinent  l'un  sur 
PX,  l'autre  sur  QY.  On  sait  que  tout 
déplacement  d'une  droite  dans  un 
plan  connnence ,  en  général ,  par  ro- 
tation autour  d'un  certain  poinl  di'-- 
signé  sous  le  nom  de  ceiilrc  iiislaii- 
lané  (le  rotation  '.  Cela  posé,  puisque 
cliacpie  position  du  jjoint  /h  détermine  une  position  correspon- 
dante de  la  droite  wn,  il  en  résulte  qu'elle  détermine  en  même 
temps  la  ])osition  correspondante  du  point  o,  centre  instantané 
de  rotation  de  la  droite  mn. 

Du  centre  o  abaissons  sur  la  droite  mn  la  perpendiculaire  o«. 
Par  les  points  m  et  n  élevons  sur  les  droites  PX,  QY  deux  per- 
pendiculaires ntp,  nq  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  rencontre  en 
j)  et  q  avec  la  droite  ou. 

A  l'origine  de  son  déplacement,  la  droite  mn  peut  être  considérée 
indifféremment  soit  comme  tournant  autour  du  point  o  avec  une 
certaine  vitesse  angulaire,  soit  comme  tournant  avec  cette  même 
^itesse  angulaire  autour  dun  point  quelconque  de  la  droite  ou,  et 
glissant  en  même  temps  sur  elle-même  avec  la  vitesse  effective  du 
point  pris  pour  centre  de  rotation. 

Soit  ce  la  vitesse  angulaire  communiquée  à  la  droite  mn  et  cor- 
respondante aux  vitesses  actuelles  et  simultanées  i",  y  des  points 
m  et  n  sur  les  droites  PX,  QY.  Tout  se  passe  à  l'origine  du  dépla- 
cement comme  si  la  droite  mn  tournait  autour  du  centre  o  avec 


»  Voir,  au  besoin,  les  iiuiiicios  11,  1:2,  i."  de  la  piL-iiiière  partie,  pages  37, 
ÔS  et  suivantes. 
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]u  vitesse  w,  ou  bien  que,  tournanl  avee  celle  luènie  vilesse  autour 
(l'un  point  queleonque  de  la  droite  oa,  elle  glissât  en  même  temps 
sur  elle-même  avec  une  certaine  vitesse  convenablement  déter- 
minée; mais,  quelle  que  soit  cette  vitesse  de  glissement,  il  est 
visible  qu'elle  n'altère  en  rien  ni  les  positions,  ni,  par  conséquent, 
les  vitesses  des  points  m  et  n  sur  les  droites  PX,  QY.  On  peut 
donc  en  faire  complètement  abstraction,  et  considérer  la  droite 
)nti,  comme  tournant  avec  la  vitesse  ce,  soit  autour  du  point  ]> , 
soit  autour  du  point  (j. 

En  prenant  le  point  p  pour  centre  de  rotation  de  la  droite  mo- 
bile nui,  il  vient  immédiatement: 

X  =  put.  cj. 

En  prenant  le  point  q,  un  a  de  même 

y  =  (jn.  ce. 
De  là  résulte 

X         pm 

Nous  savions  déjà  que  les  longueurs  pni ,  qn  dépendent  exclu- 
sivement de  la  ])Osilion  du  point  m  sur  la  droite  PX,  c'est-à- 
dire  de  la  valeur  affectée  par  la  grandeurs.  La  dernière  équation 
nous  montre  que,  pour  chaque  état  particulier  de  cette  grandeur, 
le  rapport  des  vitesses  correspondantes  et  simultanées  y,  x  affecte, 
en  général,  une  valeur  déterminée  et  unique. 

Concluons  que  Von  peut  attribuer  indijféremmenl  à  la  vitesse  x 
une  valeur  quelconque,  constante  ou  variable.  Dans  tous  les 
cas ,  le  rapport  X  reste  toujours  le  même  pour  une  même  valeur 
affectée  par  la  grandeur  x,  et  Von  a  généraleinent 

y  =  x.f'[x), 

f'(x)  étant  une  fonction  qui  dérive  de  la  fonction  donnée  et  qui 
dépend  exclusivement  de  la  variable  x. 

La  fonclion  f'{x)  |)rend  le  nom  de  fonction  dérivée.  On  rappelle 


Mju  oiiyiiic  cl  ru  iiièiiic  lcmj)>  on  la  (li^lill|^ll(•  de  la  l'uiicliou  pi-i- 
niilivc  /'(x),  en  lui  attribuant  la  inènic  cai'actéi'isti<iuc  affectée 
iliin  indice. 

I.a  quantité  /*(x)  étant  le  l'acteur  pac  lequel  il  laut  multiplier  la 
différentielle  i  ou  dx  pour  obtcnii-  la  Naictir  correspoïKlantc  de  la 
différentielle  /y  ou  di/,  on  la  d('signe  aussi  sous  le  nom  de  coefficient 
(lilJÏ'rciitit'I. 

On  voit  par  ce  ([ui  précède  (jue  l'dhjrl  du  ccdciil  dijjï-riniliel 
j)vopri'menl  dit  peut  être  considéré  comme  se  réduisant  à  lu 
déleniiinalion  de  la  dérivée  d'une  fonction  (/uelconr/ue ;  à  ce  point 
de  \ue,  il  se  résout  en  ce  ({u'on  a|)pelle  le  calcul  des  dérivées  ou 
des  fonctions  dérivées. 

7.  Nous  venons  détablir  que  léquation 

(1)     • !J  =  Z^-) 

implique  comme  conséquence  générale  la  relation  suivante  : 

(^) !)  =  ■^■n^). 

Réciproquement  étant  donnée  l'équation 

(5) .<)   =  ^?  W: 

si  Ton  désigne  par /"(x)  la  fonction  (jui  a  pour  de-rivée  f{x),  on 
peut  en  conclure  immédiatement  : 

('0 ^u  =  ^  /W- 

En  effet,  si  ion  représente  par  u  la  l'onction /(x),  on  a  dabord 

u  =  /-(x), 
et  i)ar  suite 

à  =  X  f'{x). 

Mais,  |)ar  hypothèse,  /'(x)  est  précisément  égale  à  '^(x);  on  peut 
donc  écrire  aussi 

il  =    h  V  (x). 


• 
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De  là  rcsulic,  eu  éyaitl  à  ré(Hialion  (ô) , 

y  =  «• 

l-cs  vitesses  ij,  û  élanl  toujours  égales  pour  de  iiièiiies  valeuis 
allribuées  de  part  el  d'autre  à  x  clx,  il  est  évident  que  la  même 
égalité  subsiste  néeessairemeiit  entre  les  aeeroissemenis  simultanés 
des  grandeurs  eorrcspondantes  ij  cl  u.  Il  vient  donc,  eonformé- 
nicnt  à  la  l'ègle  (4)  du  n"  o, 

^,j=  M,  =  \f{x).  C.Q.V.U. 

On  voit  par  là  comment  la  (piestion  généi^ale  des  intégrations, 
désignées  sous  le  nom  de  (iiuidratures ,  se  ramène  à  la  considéra- 
tion très-simple  de  trois  longueurs  ^x,  si/,  stf  décrites  simulta- 
nément par  trois  points  mobiles.  A  chaque  position  du  point  qui 
décrit  la  longueur  Ax  correspond,  pour  chacun  des  deux  autres 
points,  une  seule  et  même  vitesse.  La  conséquence  évidente  est  que 
les  longueurs  Ay  et  mi  décrites  en  même  temps  que  la  longueur 
àx  sont  conslammenl  égales. 

Du  pyod'dè  (jéuércd  fourni  par  la  mélliode  des  li miles  pour  la 
dêterini  liai  ion  des  fonctions  dérivées. 

8.  Le  procédé  que  nous  allons  exjtoser  ne  nous  est  pas  néces- 
saire; néanmoins  nous  avons  plusieurs  motifs  pour  ne  pas  le  passer 
sous  silence.  En  certains  cas,  il  peut  être  plus  simple  ou  plus  rapide 
(pic  la  voie  purement  géométrique.  Déjà  connu  des  géomètres,  il 
fait  immédiatement  ressortir  la  généralité  absolue  et  l'extension 
sans  bornes  que  comporte  notre  propre  méthode.  Il  fournit,  d'ail- 
leurs, des  moyens  de  contrôle  et  de  vérification  qui,  s'ils  ne  sont 
point  indispensables,  ont  cependant  leurs  avantages,  ne  fût-ce 
qu'à  raison  des  points  de  vue  multiples  sous  lesquels  il  convient 
(piclcpiefois  de  présenter  et  de  résoudre  inie  même  (jucstion. 

Soit 
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une  fonction  quelconque  supposée  continiu'  ol  donl  on  i^e  pioposc 
(le  (lélerminei-  la  dérivée  f  (x). 

Considérons  les  longueurs  substituées  comme  é(piivalents  nun)é- 
1  iques  à  deux  aecroisseinenls  (luclconqucs  simultanés  mj,  \x. 

Soient  v/,  i,  les  vitesses  simultanées  des  points  qui  décrivent 
ces  longueurs. 

Si  le  rapport  ^  doincurait  invariable  à  partir  de  l'origine  des 
accroissements  \>i,  s.r ,  on  aurait,  conformément  à  la  règle  (4) 
du  n"  '), 

^  ^  y. 

Le  rapport  -  n'étant  pas  en  général  constant,  mais  variant  au 
contraire  incessamment  dans  Tintervalle  ^x ,  on  peut  prendre  cet 
inlervalle  assez  pelit  pour  que  le  rapport  y  soit  toujours  croissani 
ou  toujours  décroissant.  Oii  peut  dailleurs,  ainsi  que  nous  lavons 
AU,  attribuer  à  x  une  valeur  constante.  Dans  tous  les  cas,  si  nous 
représentons  par  '{"  la  valeur  initiale  du  rapport  \  et  par  a  V  le 
changement  subi  par  ce  rapport  dans  lintervalle  \x,  on  a  évi- 
demment 

-'!/    <    ï/o  y 

—     ou      ~    ^     s    -. 
iX      >       X„  X 


selon  que  le  rapport  r  croissant  ou  décroissant  dans  l'intervalle 
A;r,  la  quantité  a^  est  positive  ou  négative. 

On  a  d'ailleurs  en  même  temps  et  avec  la  même  évidence 


— ^      «m     —  . 


De  là  résulte  en  "l'néral 


(') --    =    —    -+-    ^  A    .   , 

AX  X„  X 

ij.  étant  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  l'unité. 

Cela  posé,  le  rapport-^  ('tant,  par  liypotbèse,   incessamment 
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variable,  il  s'ensuit  que  ce  rapport  varie  continûment,  et  il  suffit 
de  resserrer  indéfiniment  l'intervalle  ùx  pour  que  l'accroissement 
A^  se  rapproche  indéfiniment  de  zéro. 

L'équation  (1)  prouve  que  le  rapport  des  accroissements  \y,  ^x 
comporte,  en  général ,  un  développement  composé  tle  deux  parties 
essentiellement  distinctes  :  la  première  est  indépendante  de  l'éten- 
due attribuée  à  l'intervalle  ax;  la  seconde  décroît  indéfiniment 
et  converge  vers  zéro  avec  cet  intervalle.  Pour  obtenir  isolément 
la  première,  il  faut  supprimer  dans  le  développement  tous  les 
termes  qui  dépendent  de  rintervalle  Ax  et  qui  diminuent  avec  cet 
intervalle.  Or  cette  première  partie  est  précisément  la  dérivée 
clierchée,  et,  en  général,  il  suffît  d'annuler  l'intervalle  ax  pour 
annuler  en  même  temps  tous  les  termes  à  supprimer.  On  voit  donc 
aisément  comment  la  recherche  de  la  dérivée  d'une  fonction  se 
ramène  à  la  formation  d'un  développement  dont  on  ne  conserve 
que  les  termes  indépendants  de  la  quantité  sx  et  dont  on  fait  dis- 
paraître les  autres  en  annulant  cette  même  quantité. 

De  là  résulte  comme  expression  générale  du  procédé  fourni  par 
la  méthode  des  limites  pour  la  recherche  des  fonctions  dérivées, 
ré([uation  fondamentale  établie  ci-dessus  et  réductible  à  la  forme 
suivante: 

(2) ^  =  f'{x)  ^  lim.  ^. 

.r  AX 

En  écrivant  l'équation  sous  cette  forme,  il  ne  faut  point  perdre 
de  vue  que  les  valeurs  simultanées  x ,  x,  y  sont  celles  qui  corres- 
pondent à  l'origine  des  accroissements  ax  et:  \y. 

DHermination  géométrique  de  la  limite  vers  laquelle  converge 
le  rapport  de  deux  variables  qui  tendent  en  même  temps  vers 
zéro. 

9.  Reportons-nous  aux  données  du  n"  6  et  considérons  en  par- 
ticulier deux  positions  de  la  droite  mobile,  l'une  mn  supposée 
quelconque,  l'autre  PQ  correspondante  aux  deux  valeurs  simul- 
tanées 

,r  =  o.  y  =  0, 
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Soit  i  le  point  où  vont  se  couper  les  droites  m»,  PQ.  On  a  évi- 
(leiiinienl  : 

P/  Pm  X 

/''S'-  2.À  Nous  savons  en  quoi  consiste , 

y  pour  la  position  quelconque  uni. 

rétat  de  mouvement  de  la  droite 
mobile.  Cet  état  se  compose  d'une 
^  rotation  ctd".un  glissement  simul- 
tanés, la  droite  tournant  autour 
du  point  a  et  glissant  en  même 
temps  sur  elle-même.  Concevons 
une  deuxième  droite  assujettie  à 
coïncider  toujours  avec  la  droite 
mobile,  mais  dépourvue  dailleurs 
de  tout  glissement.  Soit  D  cette 
autre  droite.  Il  est  visible  que  le 
point  a  doit  être  considéré  comme  glissant  sur  la  droite  D,  tandis 
que  la  droite  D  lourne  autour  du  point  a,  tous  deux  simultané- 
ment et  continûment.  La  conséquence  est  que  le  point  a  décrit, 
en  général,  une  courbe,  et  que  la  tangente  à  cette  courbe,  en 
chaque  position  du  point  a,  est  la  position  correspondante  de  la 
droite  i)in. 

Soit  ha  la  courbe  dont  il  s'agit;  c  le  centre  instantané  de  rota- 
tion qui  correspond  à  la  position  PQ  de  la  droite  mobile;  h  la 
projection  sur  PQ  du  centre  c.  De  même  que  la  courbe  6a  touche 
en  a  la  droite  mn,  de  même  elle  touche  en  h  la  droite  PQ. 

Imaginons  que  la  droite  D  soit  ramenée  continûment  de  la  po- 
sition mn  à  la  position  PQ.  Les  points  a  et  i  se  déplacent  simul- 
tanément, l'un  sur  l'arc  ah,  l'autre  sur  la  droite  PQ,  et  tous  deux 
finissent  en  même  temps  par  se  confondre  en  6.  Il  suit  de  là  que, 
tandis  que  les  deux  longueurs  Qyi  et  Vm  convergent  simultané- 
ment vers  zéro ,  leur  rapport  converge  en  même  temps  vers  la 
limite  f^- 

Soient  .To,  ijo  les  vitesses  simultnnc'es  des  points  m  et  n  au  sorlir 


(  104  ) 
des  positions  P  et  Q,  on  a,  conformément  nn\  déductions  dn  n"  fi, 

Qb   _   ^; 
Vh  a-,,' 

De  là  r('snlte  ,  en  conséquence, 

(*) l'i"  -  ^    m    =  -* 

.r  Pf>  d",i 

Le  principe  exprimé  par  l'éqnation  (I)  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Lorsque  deux  variables  eonverfjent  sinwhauément  vers  zvro, 
leur  rapport  converge  en  même  temps  vers  une  certaine  liniife. 

Celte  limite  est  le  rapport  des  valeurs  que  les  différentielles  des 
variables  considérées  affectent  respectivement ,  lorsque  ces  varia- 
bles s'annulent. 

Cela  posé,  étant  donné  la  fonction 

:'/  =  fV), 

soient  A.r  et  ^y  deux  accroissements  quelconques  simultanés  des 
variables  x  et  y.  Quels  que  soient  ces  accroissements,  ils  satisfont 
toujours  et  nécessairement  à  la  condition  de  converger  en  même 
temps  vers  zéro.  Goncluons  que  la  déduction  précédente  leur  est 
constamment  applicable  et  qu'elle  a  ,  pour  traduction  algébrique, 
l'équation  générale 

(2) h'm  -^  =  ±  ^  f'(x). 

SX  X 

'  On  pont  placer  les  im/uUs  P  et  Q  sur  iiiio  même  perpeiuliculairo  aux  droites 
PX,  QY.  Nous  iravoiis  pas  su[)posé  (pi'il  en  lïil  ainsi.  Néanmoins,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'équation  {générale  du  ii"  G  peut,  dans  tous  les  cas,  s'écrire  de  la 
manière  suivante  : 


ù 

(jn 

an 

Oft 

!h 

—  — -  — 

—  —  ^ 

on  a  donc 

ici 

— : 



x 

put 

nm 

p/* 

'i\> 
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CcUc  ('qnation  irriniil  .'inlrc  (Hic  I  (•(|iiiilion  finale  <lii  luniK-ro 
lirrcédcnt ,  il  est  aisr  de  voii- (iircllc  iiiipliciiic,  en  ce  (jui  concerne 
la  rcclieiclie  des  lonclions  dcri\ées  j)ai'  la  inéthodi;  des  limites,  le 
principe  et  le  mode  <rapplicalion  que  nous  avons  exposés  ei- 
dessus. 


W'glc  gi'nénile  de  la  di/fi'rcnliulion  d'un  inodiiit. 

(.V.  //.  La  démonstration  (|ui  suit  pcnt  cire  loniplacée  par  cfllc  iln  n"  ."H, 
dont  elle  se  déduit  inniiédiatenicnt.) 

10.  Ktant  donnée  la  fonction  z  égale  an  produit  des  deux  varia- 
bles X,  y  et  déterminée  par  la  relation 


:i; 


•^.'7' 


Fhj.  2b: 


on  demande  rcxpression  de  la  diirérentiellc  i. 

Soient  oA,  oB  deux  droites  menées  par  le 
point  0.  Sur  la  droite  oB  prenons  deux  lon- 
gueurs oni,  on,  toujours  comptées  à  partir 
du  point  0  et  substituées  comme  équivalents 
numéi'iques,  la  longueur  om  à  la  grandeur  x, 
la  longueur  ou  à  la  grandeur  y.  Sur  la  droite 
o^.  prenons  ou  égal  à  l'unité.  Tirons  la  droite 
am  et  par  le  point  n  menons  la  droite  tu;  de 
manière  que  l'angle  orn  soit  et  demeure  con- 
stamment égal  à  langle  Oinfi. 

Les  grandeurs  x,  y  étant,  par  hypothèse, 
incessamment  variables,  il  s'ensuit  que- les 
\  points  m  et  u  glissent  simultanément  sur  la 
q\  droite  oB  et  qu'en  conséquence,  les  droites  am, 
nr  se  trouvent  respectivement  assujetties,  la 
première  à  tourner  autour  du  point  o  en  pas- 
sant constamment  par  le  point  m,  la  seconde 
à  glisser  le  long  de  la  droite  oB  avec  le  point 
n  et  à  tourner  en  même  temps  autour  de  ce 
point  de  manière  à  ce  que  Tégalité  des  angles 
variables  onia  ,  orn  ne  cesse  jamais  d'avoir 
lieu. 
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En  désignant  par  z  la  longueur  or,  on  voit  aisément  que  les 
triangles  o«î>j ,  onr,  toujours  semblable)^,  fournissent  la  relation 
constante 

z  =  xy. 

Cela  posé,  il  s'agit  de  déterminer  la  vitesse  z  avec  laquelle  le 
point  r  glisse  sur  la  droite  oA ,  tandis  que  les  points  m  et  n  glissent 
en  même  temps  sur  la  droite  oB,  le  premier  avec  la  vitesse  quel- 
conque i:,  le  second  avec  la  vitesse  également  quelconque  ?). 

Soit  mm'  une  longueur  prise  à  partir  du  point  m ,  sur  l.a  droite 
oB  et  égale  à  x.  Par  les  points  m'  et  m  menons  deux  droites,  l'une 
m' m",  parallèle  à  ma ,  l'autre  mm",  normale  à  la  première. 

En  désignant  par  w  la  vitesse  angulaire  que  la  vitesse  x  du 
point  m  communique  à  la  droite  am ,  dans  la  rotation  de  cette 
droite  autour  du  point  a,  et  par  S  l'angle  orna ,  il  vient 

mm"  X  sin  S 


am  am^ 

Par  hypothèse,  la  droite  nr  tourne  autour  du  i)oinl  n  avec  la 
vitesse  ce,  et,  en  même  temps ,  elle  est  entraînée  par  le  point  n  qui 
glisse  sur  la  droite  oB  avec  la  vitesse  y.  De  là  résultent  pour  la 
droite  »rdeux  mouvements  sumullanés,  mais  distincts  et  suscep- 
tibles d'être  considérés  séparément,  l'un  de  rotation,  l'autre  de 
translation,  tous  deux  d'ailleurs  complètement  définis. 

Représentons  par  i^  la  vitesse  que  la  rotation  de  la  droite  itr 
autour  du  point»  communique  au  point  r  sur  la  droite  oA.  L'an- 
gle orn  étant  égal  à  l'angle  ona  et,  par  conséquent,  à  S,  supposons 
la  longueur  rr',  prise  sur  oA ,  égale  à  z^  et  par  les  points  r',  r 
menons  deux  droites,  l'une  r'r",  parallèle  à  rit,  l'autre  rr",  nor- 
male à  la  première.  Le  triangle  rr'r"  semblable  au  triangle  /»>»'»*" 
donne,  comme  tout  à  l'heure, 


rr  z,  sm  S 

vr  nr 
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La  combinaison  des  e(Hia(ions  (2)  et  (3)  fournit  ponr  r^  la  valonr 
snivante  : 

,,.  nr  on 

(■*)     •     •     •     •       z^  =  -^    X  =  —  X  =  yx. 
am  na 

Ropn'scnfons  par  Zy  la  vitesse  que  la  (ranslalion  ue  la  droite  nr 
communique  au  point  r  sur  la  droite  oA.  Celte  translation  résul- 
tam  de  la  vitesse  y  avec  laquelle  le  point  n  de  la  di'oilc  nv  i^lissc 
sur  la  droite  oB,  on  a  évidcmmcnf 


,^..  or    .  om 

1'^) -y  =  —   2/  =  —  Ù  ^  -^Ù- 


Ajoutant  les  expressions  (4)  et  (o)  des  deux  composantes  de  la 
vitesse  cherchée  z,  on  trouve  immédiatement 

(C) z  =  z,  -^-   z,j  =  yx   +   xij. 

Ce  résultat  s'étend  de  lui-même  au  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  fadeurs.  On  peut  l'énoncer  comme  il  suit  : 

La  différentielle  d'iin  produit  est  la  somme  des  différentielles 
qu'on  obtient  en  opérant  successivement  sur  chacun  des  facteurs 
variables  comme  s'il  variait  seul ,  les  autres  étant  constants. 

Dans  le  cas  particulier  de  deux  facteurs  dont  le  produit  est 
constant,  on  a 

et  par  suite 

X  X  ' 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Lorscfue  deux  grandeurs  continûment  variables  ont  un  pro- 
duit constant,  leur  l'apport,  changé  de  sicpie ,  devient  celui  de 
leurs  différen ti elles. 
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lii'fjle  (jvni'rale  de  la  diffvrenliatian  d'un  (fiiotivnl. 
II.  Eli  appliquant  les  déiliictions  qui  précèdent  à  la  relation 

(1)  ...*...         .,y   =    i, 

X 

on  peut  éerirc  ininiédialenicnt,  comme  conséquences  des  équa- 
tions (1)  et  (G)  du  n"  10, 

(2)  .     .     .     .    ,y  =  1  (f  _  yi)  =    ^^. 

X  X. 

De  là  résulte  la  règle  générale  énoncée  comme  il  suit: 

La  diffi'rentie/le  d'un  fjiiolient  s'oblient  en  soiislraijant  da 
produit  du  dénominateur  par  la  différentielle  du  numérateur  le 
produit  du  numérateur  par  la  différentielle  du  déninuinateur  et 
en  divisant  le  tout  par  le  carré  du  dénominateur. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  numérateur  du  quotient  donné 
est  constant,  la  règle  prend  cet  autre  énoncé  : 

La  différentielle  du  quolient  d'une  constante  divisée  par  une 
variable  s'obtient  en  formant  le  produit  du  numércdeur  par  la 
différentielle  du  dénominateur,  chanfjeant  ce  produit  de  sifjne  cl 
le  divisant  par  le  carré  du  dénominateur. 

Les  règles  établies  dans  ce  numéro  cl  dans  celui  qui  précède 
sont  dun  fréquent  usage.  Il  importe  de  se  familiariser  avec  elles, 
et  plus  généralement  de  s'exercer  à  la  différentiation,  comme  on 
s'exerce  au  calcul  en  arithmétique  et  en  algèbre,  par  des  applica- 
tions multipliées. 


1 

i 


loi» 


CHAPITRE  11. 

DIFFÉREMIATION    DES    FONCTIONS    KLÉME.NTAmES. 

1"  ronclidiis  ahji'lirKiues. 

1:2.  Étaiil  (luiiut'c  la  l'onclion  iilgcbi'i(iue 

(') !j  =  x'", 

on  deiiiandc  do  déterminer  la  différentielle  ij. 

Supposons  d  ahord  que  ]'cxpo>ant  w  soit  posiuT  et  entier,  x" 
est,  en  ee  eas,  le  produit  de  m  i'aeteuis  tous  «'gaux  à  x.  De  là  ré- 
sulle  iniinédiatement,  d"aj)rès  la  règle  générale  exposée  n°  10, 


y  =   m.x      .  X. 


Supposons  maintenant  (jue  l'exposant  m  soit  posilil'  el  l'raclion- 
naire.  En  le  représentant  par  ^',  on  a 


el  par  suite 

De  là  résulte,  en  vertu  de  léquation  {2), 

et  eonséquemmcnt 

P     --'     •  _,     . 

y  ^^  —  x'     .  X  ^  dix'"    .  X. 

H 
Supj)osons.  en  dernier  lieu,  cpic  rexj)osaut  m  soitnégatil,  entier 


(   MO  ) 
ou  liaelioiiuaiic.  En  le  dcsiguant  par  —  ii ,  on  a 

I 

De  là  iTsulte,  d'après  la  règle  du  n"  1 1  el  eoiilorméiiieut  à  Téqua- 
fion  (ii)  du  présent  nuinéi'o, 

n.x"~^.  X 

y  =  —   ; =  —  iix  "  'x  =  >Hx"'~'  X. 

^  x^" 

Concluons  que,  quel  que  soit  l'exposant  m  ,  positif  ou  négatif, 
entier  ou  fractionnaire,  commensurable  ou  inconnneiisurable  *,  la 
fonction  algébrique 

y  =  X'" 
a  constannii-ent  pour  différentielle 

y  =  iHx""K  x. 

Ce  résultai  peut  s  énoncer  comme  il  suit,  sous  forme  de  règle 
générale: 

La  différentielle  d'une  puisnaitce  .s'obtient  en  diminuant  l'expo- 
sant d'une  unité  et  en  introduisant  coiniiie  facteurs ,  d'une  part , 
l'exposant  primitif ,  d'antre  part ,  la  différentielle  de  la  quantité 
soumise  à  l'exposant. 

15.  Le  résultat  établi  ci-dessus  conduit  directement  el  par  voie 
de  réciprocité  à  la  déduction  suivante  : 

Étant  donnée  la  relation 

(1) 2/  =  cx'"r'.x, 

oie  c  est  une  constante,  il  suffit  d'observer  que  le  produit  c\"'^'.  \ 

*  La  proposition  établie  pour  ujie  valeur  quelconque  fractionnaire  da  l'ex- 
posaul  m,  s'étend  irelle-mème  au  cas  d'une  valeur  quelconque  iuconnnensu- 
rable. 


(  "l  ) 

est  lu  di/l'ni'nliclli'  dr  la  /h/iclioii   c  —   pour  en  courlinr  d  une 
'tnanièrv  (jéinhale ,  roiifonnèinoil  (ta  principe  exposé  n°  7, 


On  obscrvci'ii  (jiic  1  ('quation  (I)  iic  peut  cire  eonsidérée  connue 
l'csiiUant  de  la  dif^'icnlialion  d  une  fonction  algébri(|uc  de  la 
lorinc  /y=Ax"',  (}u'autanl  que  lexposant  m  affcclc  une  valeur 
(|uelconque  positive  ou  n<'gative.  Dans  le  cas  particulier  et  unique 
où  l'on  sup[)oscrait  l'exposant  <<<  égal  à  zcio,  la  fonction  .r'"  se  ré- 
duisant à  ruiiilé  et  cessant,  par  conséquent,  d'être  variable,  il  est 
visible  quelle  ne  j)cut  correspondre  à  la  différentielle  c  -.  De  là 
vient  que  la  foiniule  (2)  est  alors  en  défaut  et  que  la  différentielle 
i)  =  c  '-  exige  une  recherche  particulière  de  la  fonction  dont  clic 
dérive. 

ti"  Fonctions  locjarithinicjves. 
Première  solulioii. 

1 4.  Le  problème  que  nous  avons  à  résoudre  d'après  ce  qui  pré- 
cède et  dans  l'ordre  naturel  des  déductions,  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

On  conçoit  une  fonction  de  la  variable  x,  telle  que  sa  différen- 
tielle ait  pour  expression  générale  c-,  c  étant  une  constante. 
Partant  de  là,  il  s'agit  de  déter)niner  fjuelle  est  cette  fonction. 

Soit  1/  la  fonction  cherchée.  On  a,  par  hypothèse. 


(!)• y  =  c 


X 


Considérons  en  même  temps  deux  valeurs  de  x,  continûment 
croissantes  ou  décroissantes ,  cl  liées  entre  elles  de  manière  à 
conserver  un  rapport  constant  m. 

Les  vitesses  simultanées  des  points  qui  décrivent  les  longucujs 


(   U-'  ) 

subslituécs  comme  équivalents  iiuméi'iques  à  ces  deux  valeurs 
conservent  entre  elles  le  même  rapport  constant  7;;.  (N^S,  règle  1.) 
Il  en  résulte  pour  la  vitesse  y  deux  valeurs  simultanées,  constam- 
ment égales,  puisqu'elles  sont  exprimées  respectivement,  la  pre- 
mière par 


la  seconde  par 


X 
X 


)liX  X 

mx  X 


La  conséquence  évidente  est  qu'un  seul  et  même  accroissement 
de  la  fonction  y  correspond  à  chacun  des  intervalles  déterminés 
pour  la  variable  x  par  deux  quelconques  des  termes  qui  se  succè- 
dent immédiatement  dans  la  suite  indéfinie 


Désignons  par  n  cet  accroissement  et  faisons  correspondre  à  la 
valeur  x  =  I  la  valeur  y/  =  0.  Si  nous  rangeons  sur  deux  lignes 
les  valeurs  de  x  et  de  y,  en  plaçant  les  unes  au-dessus  des  autres 
celles  qui  se  correspondent  respectivement,  il  est  visible  que  nous 
aurons  les  deux  suites 

»r^      )ir'    nr^     I     m     m^    m'    

— 3>*     — "in     —  n        0     //     'in     on     

Concluons  que  la  l'onction  y  est  un  logarithme  et  que  l'on  a,  en 
conséquence, 

(!^) y  =  io§-  ■^•• 

Dans  le  cas  particulier  où  la  constante  c  est  égale  à  l'unité,  les 
logarithmes  correspondants  prennent  le  nom  de  logarithmes 
ni'pcriens  '.  On  distingue  ces  logarithmes  en  leur  affectant  pour 

I  On  les  dosigiio  aussi  sous  lo  iiuni  de  loijarUliincs  iialurclti,  uu  bien  encore 
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ciii;i(((''iibli(iuc  l;i  IctUr /,  et  cii  dcsigiianl  Iciii-  li.iic  (titr  lii  kltrc  c. 
Do  là  l'csiillo  cil  gciicral 

(3) .'/  =  l"o  •^'  =  c.lx, 

cL  const'4uciiiiiicul 

C^) r  ==  log  e. 

On  \oil  ainsi  que  la  coiislanto  c  est  le  logaritliuie  de  la  base  c* 
dans  le  système  e.\])rin)é  par  la  earaeléris(|ue  lofj. 

Deuxième  solution. 

1j.  Proeédous  dii'celeineiil  en  nous  appuyant  sur  le  lliéurcnie 
londamental  exposé  n"  6. 

Soit  la  fonclion  logaritlinii(iue 

(I) .y  =  log  •^•• 

0  étant  une  eonslante  (pielton<iue,  posons 


'>\ 


o.x 


il  vient  en  substituant 

(">) .'/  ==  l^»g  -*^  =  lug  z  —  log  a. 

Delà  résulte,   en  désignant  par  l(>(j'x  la  l'onetion  dérivée  de 

do  luyarillnncs  h!jiH'rb()li(jiies ,  bien  {[\w  ceUe  dernière  doiioiiiiiiatidii  paraisse 
oi^alcmenl  applicahlc  à  lous  les  systèmes. 

Nous  nioiitrorons  plus  loin  comment  on  |iaivieiil  U'ès-simiiiemenl  à  la 
relation  générale 

e    =  1  -+-  -r  -+-   7-;  -t-  7-T^  -+-  etc., 
] .-  l.'l.o 

v\.,  par  suite,  à  la  valeur 

e  =  -2  -t-  ^  4-  i  -+-  etc.  =  -iJiS^SlSasy-ioi) . 

8 


(  11'^-  ) 

loyx,   en  appliquant  le  théorème  fondamental  du  n"  0,  et  en 
ayant  égard  à  Téquation  (2)  : 

(4)     .     .     .    y  =  X  log'  X  =  z  log'  z  =  «i  log'  z  =  ax  l(jg'  ax. 

L'équation  (4)  donne,  en  général, 

(5) ((  log'ox  =  log' a.:, 

et,  pour  X  =  1, 

(6)     .     .     .      a  log'  a  =  log'  1  =  constante  =  c. 

Le  nombre  a  étant  quelconque,  nous  pouvons  le  remplacer  par 
X  et  écrire,  comme  conséquence  de  l'équation  (G), 

(7) log' a-  -=  -. 

X 

Il  suit  de  là  qu'étant  donnée  la  fonction  logarithmique 

(8) :'/  =  log  X, 

on  a,  pour  expression  générale  de  la  différentielle  y, 

X 
X 

IG.  La  considération  des  logarithmes  conduit  très-simplement 
à  la  différentielle  de  la  fonction  x'"  ';  soit,  en  effet, 

C) y  =  •^"'• 

*  Cette  considération  conduit  non  moins  siniplenienl  ù  la  diflerentielle  d'un 
produit  ou  d'un  (luolienl  ;  soil ,  par  exemple , 

(1) =  =  'r.!J  ■ 

On  en  déduit 

(2) l:  =  Ix  -^  h/, 

et  par  suite 

r  d:         y 

(5) -  =  -  +  -• 

z         X         u 

De  là  résulte ,  en  multipliant ,  membre  à  membre ,  la  première  et  la  dernière 


(  Mo  ) 

De  là  iTsulle,  m  pi  riiiiiit  les  lugarilhiiics  iiôi»(iriciib  des  deux 
membres , 

el  pur  suilc 

y  X 

Il  ^ 

Il  viciil  doue  iinmédialeineiit 


-) .'/  =  '".y 


III. X        .  X. 


X 


Si  les  variables  x,  ij  étaient  toutes  deux  négatives,  ou  que  la 
variable  x  le  fût  seule,  on  pourrait  elianger  leur  signe  sans  altérer 
en  rien  l'équation  (I).  Le  résultat  obtenu  est  done  tout  à  fait 
général,  bien  qu'établi  dans  l'iiypothèsc  où  x  ci  y  seraient  tous 
deux  positifs. 

3°  FoJidions  cxponenlielles. 

17.  Soit  la  fonction  exponentielle 

(I) !J  =  "^• 

En  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  de 
l'équation  (1),  on  a 

(i2) iy  =  x.la. 

Delà  résulte,  conformément  à  ce  qui  précède, 

(o) -  =   xla. 

y 

de  ces  trois  ét[ualioiis , 

;  =  )/i  -+-    x!i. 

On  voit  ainsi  coninieiU  il  siiflit  de  recourii'  au  liieorènie  londamenlal  du 
11"  6,  pour  ou  déduire,  eu  (luelques  lignes,  toutes  les  difierenlieHes  obtenues 
successivement  dans  ce  qui  précède. 
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11  viouLdoiK',  Cil  içciu'rai, 

(ij y  =  y-y:l'-i  =  u'.xlo, 

et,  pour  le  cas  i)artic'u]ier  où  la  base  a  serait  égale  au  nombre  e, 
base  du  syslèinc  des  logariUiines  népériens  : 


y  =  c\x 


18.  Les  résultats  obtenus  poui*  les  dilTéreiilielles  des  loga- 
ritlinics  et  des  exponentielles  conduisent,  directement  et  par  voie 
de  réciprocité,  aux  déductions  suivantes  : 

1"  Étant  donnée  la  relation 


X 

,)  =  (■- 


où  (•  est  une  constante,  il  suflit  d'observer  que  l'expression  c  -  est 
la  diirércntiellc  de  la  fonction  c  Ix,  pour  en  conclure  d'une  manière 
générale  : 

Alj    =    i\lx. 

'  La  l'oiiotioii  c^  élanl  supi>osco  (lovcloppalile  ou  série  couvergeiilo ,  ou  prut 
écrire 

0*  =  1  4-  A,.r  ■+-  A.,.r-  -t-  A-r"'  -+-  etc. 

Do  là  résulte  ,  on  diU'éreneiant  cl  supprimant  le  facteur  i' , 

e-t  =  A,  -4-  ±i,.v  -+-  ô\-.r^  ■+-  i\i.c^  -t-  etc. 

I^es  lieux  valeurs,  aiii!>i  trouvées  pour  c-',  (ioiuieiit  ridculite 

1  -V-  A,.r  +  A.ji- -V-  Ayi"' ■+■  etc.  =  Aj -t-  ilX^r  ■+-  ôA- r- -I-  iA^x''  +  etc. 

Ou  cicduil  lie  là 


et  par  suite 


.r2  X- 

e^  =  1  -+-  j;  H-    --    -4-    --—    +   de. 
I.-J  J.2.0 
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2°  h'itant  donnée  In  rein i  ion 

y  =  r(,\.r, 

où  e  et  a  sont  des  conslantos,  il  siiflll  d'ol»sorvrr  que  le  prodiiil 
rox.x  esl  la  (liffércnficllo  (le  la  fonction  j  r/'  pour  en  conflnre, 
eonnne  tout  à  l'heure, 


■'         ht 


4"  Fonctions;  circulalics,  directes  et  inverses. 


19.  Les  fonetions  élémentaires  qui  nous  restent  à  eonsidérer 
sont  les  fonetions  circulaires  directes  et  inverses.  Commençons 
par  les  fonetions  directes,  et  soit,  d'abord  , 


c; 


y  =  sin.  X. 


Sur  la  circonférence  d  un  cercle  ayant  l'unité  pour  rayon,  et  son 
centre  en  o,  j)rcnons  l'arc  am=x.  Menons 
les  rayons  ou,  ont.  Par  le  point  m  abais- 
sons sur  oa  la  perpendiculaire  lup  =  sin.  X) 
et  lirons  la  tangente  mt. 

L'arc  X  engendré  par  le  point  m,  étant 
supposé  croissant,  prenons  mt  pour  repré- 
senter, en  direction,  sens  et  grandeur,  la 
vitesse  totale  x  qui  anime  le  point  tn  au 
sortir  de  sa  position  actuelle. 

Si  du  point  l  nous  abaissons  sur  le  pro- 
longement de  pni  la  perpendiculaire  tb,  mh  sera  la  composante  de 
la  vitesse  x  dirigée  suivant  ce  prolongement.  Or,  cette  composante 
n'est  autre  chose  que  la  vitesse  y  :  il  vient  donc 


et ,  comme  on  a  (ieja 


y  =  mh , 


X  =  wf. 


(   118  ) 
il  en  résulte  immédiatement 

'/   =    —    X   =    X.    COS    X. 

20.  Soit ,  en  second  lieu, 
(1) U  "^  ^^^  ^■ 

Sans  rien  changer  à  ce  qui  précède,  on  a.po  =  cosx,  et  l'on  voit 
que,  dans  le  triangle  mbt ,  le  côté  6^  représente  en  direction,  sens 
et  grandeur  la  composante  de  la  vitesse  x  parallèle  au  rayon  oa.  Il 
s'ensuit  que  cette  composante  est  la  vitesse  du  point  ^j  sur  ce  même 
rayon  ,  c'est-à-dire  i/.  Observant  que  la  vitesse  y  est  négative,  puis- 
que le  cosinus  y  diminue  tandis  que  l'arc  x  augmente,  il  vient 

y  =  -  ht, 
on  a  d'ailleurs  comme  ci-dessus. 


X    =    l)}t. 


Ue  là  résulte 


ht 
mt 


2 1 .  Soit ,  en  troisième  lieu , 


(^)- 


Fig.  2S. 


.     y  =  tg.  X. 

Prolongeons  le  rayon  om  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  H  avec  la  perpendiculaire  éle- 
vée en  a  sur  le  rayon  oa;  an  et  o?t  sont 
respectivement  la  tangente  et  la  sécante  de 
l'arc  X.  Lorsque  cet  arc  augmente  par  le 
déplacement  continu  du  point  m  sur  la 
circonférence  am,  le  point  n  glisse  le  long 
de  ah,  de  n  vers  h  :  soit  nh  la  vitesse  actuelle 
qui  correspond  à  ce  glissement.  Cette  vi- 
tesse est  évidemment  la  vitesse  y  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Elle  se  décompose 
en   deux   vitesses   simultanées,   iip  ,    lie. 
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riiiio  perpendiculaire  au  rayon  prolongé  on,  l'autre  dirigée  sui- 
vant ce  même  rayon. 

La  composante  ne  étant  la  vitesse  communiquée  au  point  //  du 
rayon  on  par  la  rotation  de  ce  rayon  autour  du  centre  o,  eliv, 
celle  qui  anime  simultaïu-mcnt  le  point  m  dans  celle  même  rota- 
tion, on  a, 

ne  ' 
X   —         , 

0)1 

mais  d«'jii .  el  en  même  temps,  l'on  a 

7  =  nh. 
Il  vient  doue 

(2) il  =  x.on.  —   =^   ^• 

ne  cos  'X 

S'il  s'agissait  de  la  fonction , 

(3) !J  ^^  ^'^^-  ^• 

On  xiurait,  soit  en  opérant  de  même  el  observant  qu'en  ce  cas, 
la  vitesse  j)  est  négative,  soit  en  remplaçant  x  par  -  —  .r  dans  les 
résultats  qui  précèdent  : 

X 

siu  ".r 

22.  Soit,  en  dernier  lieu  , 

(i) y  =  sec.  X. 

En  se  reportant  au  n°  21,  on  voit  immédiatement  que  la  vitesse 
du  point  n  sur  le  rayon  on  est  représentée  en  direction,  sens  et 
grandeur  par  eh.  On  a  donc 

y  =  eh. 

On  a  (railleurs,  comme  précédemment, 

ne 
on 

'  On  ne  perdra  pas  de  vue  que,  par  hypothèse,  le  rayon  de  l'arc  œ  est  égal 
:i  Puni  lé. 


(  »2''>) 

Il  viont  doue 

(2) . ,  .     .      y  =  x.(»K   —  =  X  SOC  .T.  la;  x. 

ne 

S  il  s'agissait  de  Ja  fonction 

(ô) y   ==   COSCC  X. 

On  aurait,  soil  en  opérant  de  même  et  observant  qu'en  ce  cas, 
la  vitesse  ij  est  négative,  soit  en  remplaçant  x  par  ^  —  x  dans  les 
résultats  qui  précèdent, 

(i) y  =  —  cosec  x.  cot  x. 

HT).  En  résumé  : 

y  =  sin  .r                 donne  y  =       x  cos  x  , 

y  =z  cos  X  (/  =  —  X  sin  £r, 

!/  =  fg  •»■  ;v  =  ,   » 

cos    X 

.f 

y  =  <^of  J^  '/  =  — -. — r-  y 

s  m  -.r 

î/  =  sec  X  ?/  =       •^■'  tfÇ  -^  sf^  •'f'j 

?/  =  cosce  X         7  =  —  •''  cosec  .r.  cot  x. 

Réciproquement,  et  conformément  aux  règles  des  n"'  5  et  7, 

i)  =       X  cos  X                        donne         a^  ■=  a  sin  x , 
y  =  —  X  sin  X  sy  =  a  cos  x , 

X 

y=  ~  A2/=AtgX, 

cos   'X 

X 

y  =  — —  A?/  =  A  cot  X, 

sm    X 

y  =  X  sec  X  tg    X  A?/  =  A  SCC  X, 

y  =--  —  X  cosec  x.  cot  x       aî/  =  a  cosec  x. 

2-4.  Considérons  actuellement  les  fonctions  circulaires  inverses, 
et  soit,  d'abord, 

(1) ?/  ==  !>''f'  ^bi   X. 
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De  là  iTSlillc 

r  =   sii)  y, 

cl,  pur  snitr 

Il  vient  donc  : 

(2) .V  =  .-7^=^- 

Si  Ion  vonlait  opcrer  (lii'cclcmcnl,  il  sufiirait  de  se  i-cporlcr 
au  n"  19.  On  observerait  (pie,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici,  on  a, 
d'une  part, 

y  =  mt, 

et,  d'antre  part, 

.T  =  ml). 

De  In  rcsnlle  immédiatement 

.  mt  r  X 

mh         po  t/ 1  _..  x'^ 

2i).  Les  procédés  du  n°  24  s'appliquent,  de  la  même  façon ,  aux 
autres  fonctions  circulaires,  inverses  des  premières.  Bornons-nous 
à  résumer  les  résultats  dans  les  tableaux  suivants  : 

y  =  arc  sni  ,r  donne  '/  =  z=.  , 

X 

y  =  arc  ces  x  V  =  —     — ==  5 

VX  —  x" 

X 

y  =  arc  Ig    a;  ......         */  = , 

\  -^  X- 

X 

y  =  nrc  cot  X  y  =  — , 

X 

y  =  arc  sec  r  y  =        _-^—  , 

xVx'  —  X 

X 

y  =  ni'c  coscc  x         V  =  —  — • 

x  V^x-  —  1 
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Réciproquement,  et  eonformcment  au\  règles  des  n"'  3  el  7, 

X 

y  =  ,  donne      .    mi  =  s  arc  sin  x, 

■i' 
V  =  —       — sy  =  1  arc  cos  x, 

.<• 
y  = 2  Ay  =  A  arc  tg  x, 

1  -4-  X 
X 

y  =  —      ;  \y  =  ^  arc  eot  x, 

I  H-  X- 
X 

y  =        _____       yy  =  S  àvc  sec  x, 

X  l/x"'  —  1 

X 

'/  = 1^=       ^y  ^  1  arc  coscc  x. 

xV'x'  —  i 


CHAPITRE  III. 

EXTENSION  GÉNÉRALE  DES  RÈGLES  ÉTABLIES  POUR  LA  DIFFÉREN- 
TIATION  DES  FONCTIONS  ÉLÉMENTAIRES. 


DiffrrenlleUes  des  fonctions  de  fonction. 

20.  Soit  une  fonction  quelconque 

y  =  f[x). 
De  là  résulte,  en  général, 

y  =  f'{x)-  oc. 

La  fonction  f  (x)  est  complètement  déterminée  par  cela  seul 
qu'elle  exprime ,  pour  une  fonction  donnée ,  ij  =  f  (x) ,  le  rapport 
des  vitesses  correspondantes  et  simultanées  ?/,  x.  Elle  prend,  par 
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rapport  îi  la  fonnion  dont  elle  (l('ri\o  ainsi,  lo  nom  de  pmction 
dérivée.  On  rappelle  son  origine  et  en  même  temps  on  la  dis- 
tingue de  la  fonction  primitive,  en  lui  attribuant  la  même  earac- 
téristique  affectée  d'un  accent. 

Cela  posé,  soit  y  une  fonction  de  x  déterminée  par  les  éqnalions 
simultanées 

y  =  F(^/),       V  =  v(x). 

De  la  résulte 

(I). 2/  =  F[?(^)], 

et  il  s'agit  d'établir  la  relation  existant  entre  les  vitesses  simulta- 
nées y/,  X.  On  a  directement, 

y  =  V{u)  û ,       n  =  'j'(.t).  X, 

et,  par  suite, 

(2) y  =  F{u).  '/{x)  X. 

Ce  résultat  peut  s'exprimer  généralement  comme  il  suit  : 

La  différentielle  d'une  fonction  de  fonction  s'obtient  en  prenant 
lu  dérivée  de  la  fonction  principale  par  rapport  à  la  fonction 
secondaire  considérée  comme  simple  variable ,  et  en  midtipliant 
cette  dérivée  par  la  différentielle  de  la  fonction  secondaire. 

La  règle  que  nous  venons  de  formuler  s'étend  d'elle-même  au 
cas  où  la  fonction  dite  secondaire  serait  une  fonction  de  fonction, 
et,  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Diffèrentiation  des  fonctions  composées  '. 

XB.  —  An  lieu  de  procéder  comme  il  suit,  il  est  plus  simi)le  do  passer  les 
,jos  27^  28,  et  d'intercaler,  à  leur  place,  le  n"  38. 

27.  Soit  -  une  fonction  composée  ou  complexe,  dépendant  à  la 

'  Si  Ton  veut  nbréaer  et  s'en  tenir  exclîi^ivenieiit  nu\  i'(»ss(inree?  oîTerles 
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foi*;  de  {]c\\x  variables  x,  y,  et  représentée  par 

(1) -  =  f{^r,  y). 

On  demande  de  déterminer  In  différentielle  i  pour  le  cas  général 
on  les  deux  grandeurs  x ,  ij  varient  simultanément. 

Désignons  par  A  la  surface  que  Téquation  (1)  détermine  par 
rapport  à  trois  axes  coordonnés  OX,  OY,  OZ. 

Soit, 

C  une  ligne  tracée  sur  la  surface  A  el  prise  pour  génératrice  de 
cette  surface; 

m  un  point  mobile  assujetti  à  glisser  sur  la  ligne  C  pendant  la 
génération  de  la  surface  A  ; 

u  la  vitesse  attribuée  au  point  m  sur  la  ligne  C. 

Dans  le  déplacement  continu  de  la  ligne  C,  deux  cas  sont  possi- 
bles, selon  que  celte  ligne  cbange  de  position  sans  changer  de 
forme,  ou  qu'elle  change  en  même  temps  de  forme  et  de  posi- 
tion. 

Supposons  d'abord  la  ligne  C  de  forme  invariable. 

En  ce  cas,  on  peut  toujours  et,  à  chaque  instant,  considérer  le 
mouvement  de  la  ligne  C  comme  se  composant  de  deux  mouve- 
ments sinudtanés  et  distincts ,  l'un  de  rotation  autour  du  point  m  , 
l'autre  de  translation  '.  Soit  r  la  vitesse  actuelle  du  point  m  sur 

par  la  géométrie  piano,  on  peut,  avec  avantage,  remplacer  le  n"  27  par  le 
n»  58. 

'  Soit  M  le  point  de  la  ligne  C  qui  coïncide  avec  le  point  m  à  l'instant  que 
l'on  considère ,  et  Dj  la  touclianie  en  ce  point.  Représentons-nous  les  rayons 
vecteurs  allant  du  point  fj-  aux  autres  points  de  la  ligne  C.  Lorsque  la  ligne  C 
change  de  position  sans  changer  de  forme,  ces  rayons  fornient,  avec  la  ligne  C 
et  la  droite  Di,  un  système  invarial)le.  Lorsque  la  ligne  C  change  de  forme  en 
même  temps  que  de  position,  on  peut  dire  de  la  droite  D  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  de  la  ligne  C,  à  savoir,  que  la  droite  Di  est  animée  de  deux  mou- 
vements simultanés,  l'un  de  rotation  autour  du  point  m,  l'autre  de  translation. 
S'agit-il  ensuite  de  la  ligne  C?  Pour  tenir  compte  à  la  fois  des  deux  change- 
ments qu'elle  subit  à  partir  (te  l'instant  considéré ,  il  suffit  d'attribuer  à  clia- 
(Min  des  rayons  veeleiirs  nllanl  du  |toiiU  a'  aux  aulres  points  de  la  ligne  C, 
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lasurracc  A.  Celle  \ilesse  ne  peul  (hideinineiil  ilépeiulie  en  aueiiiie 
laçon  de  la  rolalion  de  la  ligne  C  autour  du  point  m.  Il  s'ensuit 
donc  qu'elle  résulte  exclusivement  de  la  translation  mentionnée 
ci-dessus  et  du  glissement  du  point  in  sur  la  ligne  C. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  ligne  C  change  de  rorine  en 
même  temps  qu'elle  change  de  position. 

D  étant  la  directrice  du  j)oint  m  sur  la  ligne  C,  il  suffit  de  suh- 
stituer  à  la  ligne  C  la  droite  D  pour  que  les  mêmes  déductions 
soient  lltléralement  apj)licahles  et  subsistent  ainsi  généralement. 

Désignons  par  /u.  le  point  de  la  ligne  C  qui  coïncide  avec  le 
l)oint  m  à  l'instant  (juc  Ton  considère.  Les  composantes  de  la  vi- 
tesse V  sont  dirigées  respectivement.  Tune  suivant  la  tangente  à 
la  trajectoire  du  point  /u,  l'autre  suivant  la  tangenic  à  la  ligne  C. 
Soit  P  le  plan  déterminé  par  ces  deux  tangentes,  et  T  la  droite  sui- 
vant laquelle  est  dirigée  la  vitesse  v.  Il  est  visible  que  la  droite  T 
est  nécessairement  située  dans  le  plan  P.  On  voit  d'ailleurs  que, 
suivant  la  valeur  attribuée  à  la  vitesse  i(  du  point  m  sur  la  ligne  C, 
la  droite  T  peut  prendre  dans  le  plan  P  toutes  les  directions  ima- 
ginables. De  là  résulte  évidemment  la  conclusion  suivante  : 

Les  langenles  à  toutes  les  luincs  tracées  sur  la  sarfaee  A  et  jius- 

1"  l'étal  (lo  mouvi'ineiU  tie  la  ili'oile  D|  ;  2"  un  cerlaiu  ylissenicnl  sur  lui-mcmo  '  ; 
5"  une  rotation  pailiculière  autour  du  point  ,u. 

(-('la  posé,  il  est  visible  que  la  vitesse  du  point  //; ,  au  surlirdu  lieu  ,u,  n'est 
niodiliée  ni  en  grandeur  ni  en  direction  par  le  cliangemenl  de  forme  de  la 
ligne  C.  Celte  vitesse  est  la  uiènie  (pie  si,  a  partir  de  l'iiistant  considéré ,  la 
ligne  C  |)ersislait  dans  la  forme  qu'elle  all'eele  à  ce  même  instant.  Klle  est 
la  même  (|ue  si  le  point  )n  sortait  du  lieu  ,a  en  glissant  sur  la  droile  Dj  avec  le 
degré  de  rapidité  qu'on  lui  attribue  sur  la  ligue  C.  Ces  simples  remarques  i)er- 
mellent  de  considérer  le  cas  où  la  ligne  C  change  en  même  temps  de  forme  et 
de  position,  comme  immédiatement  réductible^  à  celui  où  cette  ligne  change 
de  iiosition  sans  changer  de  forme. 

"  Ce  glissemcnl  corrospond,  pour  chaque  rayon  vccleur,  au  cliangemenl  de  gran- 
deur qu'il  peut  avoir  à  subir,  comme  conséquence  du  cliangemenl  de  forme  de  la 
ligne  C.  On  ne  perdra  pas  de  vue  que  l'état  de  mouvemcnl  de  la  droite  Dj  se  compose 
d'une  rotation  autour  du  point  \l  d  dune  translation  ipii  n'est  autre  ([iie  la  \itesse 
Hi:(udle  de  ce  point  rendue  coinmuite  à  tous  les  autres. 
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sunlpar  le  poiid  m  sont  situées ,  en  (jénéral ,  dans  un  seul  el  même 
plan  '. 

Sans  rien  changer  à  ce  qui  précède,  soient  x,  y,  z  les  coordon- 
nées du  point  m.  Les  composantes  de  la  vitesse  v  parallèles  aux 
axes  OX.  OY,  OZ,  sont  respectivement  x,  y,  i.  Considérons  les 
deux  sections  $,  s'  faites  en  m  parallèlement  aux  plans  des  zx  et 
des  zy.  D,  D'  étant  les  droites  qui  touchent  en  m  les  sections  s,  s', 
nous  savons  que  le  plan  de  ces  droites  contient  la  direction  de  la 
vitesse  v,  et  qu'en  conséquence,  cette  vitesse  est  décomposable  en 
deux  autres  a,  a'  respectivement  dirigées,  l'une  suivant  la  droite  D, 
l'autre  suivant  la  droite  D'.  Si  nous  désignons  par  z^  la  valeur 
déduite  de  l'équation  (1)  en  opérant  sur  :  dans  l'hypothèse  y  = 
constante,  il  est  visible  que  la  vitesse  a  se  décompose  en  deux 
autres,  l'une  x,  l'autre  i^.  Si  nous  désignons  de  même  par  Zy  la 
valeur  déduite  de  l'équation  (1)  en  opérant  sur  z  dans  l'hypothèse 
X  z=  constante,  il  est  visible  que  la  vitesse  a'  se  décompose  en 
deux  autres  l'une  */,  l'antre  i,,.  Concluons  que  la  composante  de 
la  vitesse  v  parallèle  à  oz  peut  être  exprimée  indifféremment  soit 
par  z,  soit  i)ar  la  sojume  algébrique  des  deux  vitesses  simultanées 
i,.  et  ij,.  De  là  résulte  immédiatement 

(-2).     .     .     .     z  =  i,-*-iy  =  x  fj  (x,  y)-^y  /,'  [x,  y)  \ 

L'équation  (1),  impliquant  comme  conséquence  l'équation  (2),  il 
en  résulte,  pour  les  fonctions  composées  ou  complexes,  une  règle 

^  La  déuionslralion  suppose  (ju'il  y  a  continuité  autour  du  point  /«.  Eitc 
supjtose,  en  outre,  que,  dans  la  génération  de  la  surlace  A  par  la  ligne  C,  le 
point  M  est  animé  d'une  certaine  vitesse,  différente  de  zéro  et  non  dirigée  sui- 
vant la  génératrice.  On  voit  aisément  que  ces  conditions  subsistent  en  général , 
et  qu'elles  ne  peuvent  cesser  d'être  remplies  tpi'en  certains  points  singuliers 
de  la  surface  A. 

Dans  les  expressions  de  la  l'orme 

^x,  U(x,y),     z,j,  l\j'{.i\  y), 

l'indice  inférieur  exprime  celle  des  variables  à  laquelle  l'opération  effectuée  se 
iai>purte,  les  autres  variables  étant  considérées  comme  constantes. 
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générale  qui  se  combine  avec  les  précédenles  cl  conipiend  ainsi 
tous  les  cas  possibles-  d'application.  Celte  règle  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

La  (li/férentielle  d'une  foiicfion  composée  ou  complexe  est  la 
somme  des  di/féroillelles  qu'on  obtient  en  distinguant  dans  la 
fonction  ses  éléments  variables,  et  en  opérant  successivement 
pour  chaque  élément  distinct,  comme  s'il  était  seul  variable, 
tandis  que  tons  les  autres  sont  supposés  constants  '. 

'  Lo  pioiédé  fourni  par  la  inétliodo  dos  limites  ((iiiduit  diiocteuieul  el  Irùs- 
simplomont  à  ce  résultai. 

Observons  d'abord  que  la  limite  du  produit  de  plusieurs  lacteui'S  est  égale 
au  produit  des  limites  respectives  de  ces  mêmes  facteurs. 

Cela  posé ,  soit  la  relatiou  générale 

(1) ;  =  fi-r,  y)- 

Par  hypothèse  les  grandeurs  or,  y  varient  en  même  temps  el  avec  conti- 
nuité. De  là  résulte  entre  ces  grandeurs  une  relation  qui  peut  être  détermi- 
née ou  arbitraire ,  mais  qui ,  dans  tous  les  cas,  peut  s'exprimer  de  la  manière 
suivante  : 

(2) y  =  ?{x). 

L'équation  (1)  devient,  eu  égard  à  l'équation  (2), 

(5) -  =  AJ',  -riA-)  =  F(jr), 

et  l'on  en  déduit,  conformément  à  la  formule  (2)  du  n"  8, 

z  ^F{Jc)  f{x-^-^J:.^J-i-^>J)—f{x-h^x.lJ)-^-|\J:-^-^.l•.!|]—|\.r,)/) 

—  =  lim =:  lim — • 

X  àX  àX 

De  là  résulte,  en  premier  lieu, 

i  f{x-{-^x,y+^>/)-f{x-^-^x,y)     ày        ,.      A-j+A.t.//)  — /•(.r,//) 

—  =  lim '■ 1-  «lin  ~ > 

X  Mj  Ao;  \x. 

en  second  lieu, 

~  =  ^^ry{x,y)  -t-/x'(.r,y), 
el,  par  suite, 

(-4) !::  =  y  fy'{x,ij)  -\-  X.  f^(x,y). 

Veut -on  déduire  de  lequaliou  (i)  la  propriété  caractéristique  du  plan 
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Munirons  par  un  cxonipic  comnieiil  la  règle  qui  vient  dèlrc 
formulée  se  combine  avec  celle  du  n"  2G  ,  et  ramène  ainsi  toutes 
les  opérations  du  calcul  différentiel  à  la  différentiation  des  lonc- 
tions  élémentaires. 

Soit 

y  =  X*  si  11    Ix, 

l  étant  la  caractéristique  du  système  des  logarithmes  népériens. 
Si  nous  posons 

y  =  X-  sin  ii, 

langent?  Il  sutlit  de  so  reporlor  à  la  surlace  représentée  par  réiiuallon(l) 
dans  un  système  quelconque  d'axes  coordonnés,  et  de  considérer,  pour  un 
même  point  quelconcjue  m  de  ceUe  surface,  les  trois  langentes  situées  res- 
peclivement,  la  première  dans  un  plan  |)arallèle  aux;,r,  la  deuxième  dans 
un  plan  parallèle  aux  ;//,  la  troisième  dans  un  plan  quelcoïKiue  intermé- 
diaire. 

Transportons  l'origine  au  point  m  et,  sur  la  dernière  des  trois  langentes 
menlionnées  tout  à  l'heure,  prenons  un  point  n,  dont  les  coordonnées  soient 
respectivement  z  =  :-,  y  =  y,  a?  =a".  A  l'abscisse  j;  correspond  pour  la  pre- 
mière tangente  une  ordonnée  Zx  iléleiininée  par  la  relation 

h.  =  x/Ux,!j); 

a  l'abscisse  //  correspond  de  même  i)Our  la  deuxième  tangente  une  or- 
donnée :,j  déterminée  par  la  relation 

^u  =  U  f'ti  i^i-',  y)- 
Cela  [tosé,  il  est  aisé  de  voir  que  la  relation  générale 


résultant  de  l'équation  (i),  iinpli(pie  comme  conséquence  iinmédiale  la  dé- 
duction suivante  ; 

Les  trois  tangentes  considérées  sont  dans  un.  seul  cl  même  plan.  On  voit 
d'ailleurs  (ju'en  disposant  du  rapport  '^,  on  peut  changer  comme  on  veut  la 
position  du  plan  intermédiaire  dans  lecjuel  est  située  la  troisième  laiigenle. 
De  là  ilonc  résulte  aussi  cet  énoncé  général  : 

Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  contient ,  en  général .,  les  lan- 
gentes ù  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  passant  par  ce  point. 


nous  l'u  (Ic'diiiidiis  d'iiiic  iiiaiiirir  i^ciR'iiilc 

y  =  xzx-~^  bin  a  h-  z.x'.Ix.  a'm  k.  ■+-  ûx'  cos  u. 
De  là  résulte,  en  reniplaçanl  r  par  x,  el  //  par  Ix, 


ij  =  X  (x'  SI  a 


a"'  Ix.  si  11  /.r 


cos  /x). 


28.  Soit  une  surCacc  A;  0  un  point  de  celle  surface;  OX,  OY, 


Fhj.  29. 


OZ,  trois  droites  menées  parle  point  0  et 
non  situées  dans  un  même  plan;  OL  une 
droite  quelconque  tracée  par  le  point  0 
dans  le  plan  XOY. 

Prenons  les  droites  OX,  OY,  OZ  pour 
axes  coordonnés,  et,  considérant  les  sec- 
lions  faites  dans  la  surface  A  par  les  plans 
ZOX,  ZOY\  ZOL,  désignons-les  respective- 
ment la  1"  parZ,,  la  S"*  par  Z^,  la  der- 
nière par  Z,. 

Soient  /h^.,  in,j,  ini  trois  points  qui  partent  en  mèuie  temps  du 
point  0  et  qui  décrivent  simultanément,  le  1"  la  section  Z,,  le 
2™^  la  section  Z^,  le  5™"=  la  section  Z,. 

Le  mouvement  de  ces  trois  points  pouvant  cire  quelconque, 
supposons -le  réglé  de  manière  que  les  points  ni^,  m,,  m,j  aient 
toujours  même  projection,  les  deux  premiers  sur  Taxe  des  x,  les 
deux  derniers  sur  l'axe  des  y. 

Concevons  trois  droites  mobiles  T^,  ï,,,  ï,  assujetties  à  rester  j)a- 
rallèles  au  plan  ZOX  et  à  toucher  la  surface  A,  la  droite  T^  en  m^, 
la  droite  T^  en  ;»,,,  la  droite  T,  en  »<,. 

X,  y  étant  les  coordonnées  du  point  nii  dans  le  plan  XOY,  et 
j:  Tangle  que  la  droi(c  T,  fait  avec  l'axe  des  x,  on  a  généralement 


?U''  V. 


De  là  résulte, conlormément  à  IV^iiiation  (2)  du  numéro  ({ui  pré- 
cède : 


(   150  ) 

a  =  à,,  -t-  à,j=^  X  çl.(x,  y)  -^  ij  'i'y  U',  y)  "• 

Appliquée  au  point  0 ,  Téqualion  (2)  exprijiic  la  propricté  sui- 
vante : 

A  l'oiiijiiie  commvne  du  déplacenicnf  sImuUoné  des  (rois  points 
m,i,  niy,  iH/,  la  vitesse  angulaire  de  la  tangente  ï;  est  la  somme 
des  vitesses  angulaires  des  tangentes  T^  et  T^. 

Résumé  des  résultats  précédents. 

20.  Los  notions  qui  précèdent  suflisent  pour  (juc,  dans  le  cas 
d'une  fonction  quelconque  simple  ou  composée, 

F  (a-,  y,  z,  ....)  =  V  =  0, 

on  puisse  déterminer  la  relation  correspondante. 

i'^'x  -+-  y^'i,  +  ^Vl  -4-  etc.  =  0. 
Elles  suflisent  également  pour  que,  étant  donnée  la  relation 

(') .')  =  ^-  ?(-^-). 

on  puisse  en  déduire  la  relation  réciproque 
{'2) Û2,  =  Af{x), 

'  Soit  V  la  vitesse  acUiolle  du  |)oinl.  mi  sur  sa  Irajecloire  ; 

d' ,  y,  les  coniposanles  de  la  vitesse  v  dans  le  i)lan  XOY; 

jx  le  point  de  la  surface  A  qui  coïncide  avec  le  point  trii,  à  l'inslant 
que  Ton  considère  ; 

Sx ,  Sy  les  sections  que  déterminent,  dans  la  surface  A ,  deux  plans 
menés  par  le  point  /x ,  l'un  parallèlement  aux  zx ,  l'autre  paral- 
lèlement aux  zy. 

Cela  posé,  voici  quelle  est  la  signification  précise  et  générale  des  sym- 
boles «x,  à,j. 

«x  est  la  valeur  a/fectée  par  à  dans  l'hypothèse  où  le  point  ni,  sortirait  du 
lieu  M  suivant  la  section  Sx ,  la  vitesse  x  n'étant  pas  changée. 

ày  est  la  valeur  affectée  par  à  dans  l'hypothèse  où  le  point  /«,  sortirait  du 
lieu  fj.  suivant  la  section  Sy,  la  vitesse  y  n'étant  pas  changée. 


(   131    ) 

luiik's  les  l'ois  (|uc  l'iiispcclioii  de  la  ilérivco  .-  [x)  pciiiiel  de  rccoii- 
iiaitrc  la  fonction  priniilive  correspondante  f  {x). 

Pour  eoniplclcr  celte  dernière  solution,  nous  allons  montrer 
comment  on  peut,  dans  tous  les  cas,  déduire  de  It-quation  (l), 
sinon  l'équation  (:2),  du  moins  une  représentation  géométrique 
équivalente. 

f  (x)  étant,  par  liypotlièse,  une  fonction  de  la  variable  x  entiè- 
rement connue,  imaginons  (luellc  représente  Tordonnée  z  d'une 
courbe  rapportée  à  des  axes  coordonnés  rectangulaires  et  a\anl 
pour  équation 


Soit  BE  cette  courbe;  si  Ion  désigne  par  7  1  aire  comprise  entre 
lu  courbe  BE,  Taxe  des  x  et  deux 
ordonnées,  l'une  fixe,  l'autre  mo- 


Fiy.  :J0. 


bile,  on  a  généralement  '. 


De  là  résulte  en  vertu  de  ré([ua- 
X   tion(i) 


y  = 


'  boiL  oaiu  un  triangle  limite  par  doux  ilioiles  lixes  oa,  ain  et  par  une 
droite  om,  mobile  autour  du  point  0.  (Voir  la  lig.  31,  page  suivante.) 

U  étant  la  surface  du  triangle  oam ,  h  la  peri)endicul»ire  abaissée  du  point 
o  sur  la  base  am,  et  x  celte  base,  on  a  généralement. 


U  = 


]ix 


be  là  resullc,conlormement  à  la  règle  5  du  numéro  o, 


hx 
L=T' 


Keprésenlous  par  mm'  la  vitesse  x  du  point  m  et  achevons  le  triangle 
mm'm",  dont  les  côtés  mm",  m' m"  sont  respectivement  dirigés,  l'un  perpen- 


KVJ  ) 


et,  conséquciiiiiicnl, 

MJ    =     àG. 

Mais  (l'un  autre  côte,  si  les  valeurs  extrêmes  attribuées  à  la  va- 
riable sont  X,  x'  et  qu'on  prenne  op=x,  op'=-x',  on  a,  en  dési- 
gnant par  mp,  mp  les  ordonnées  eorrespondantes, 

^(j  =  pmtn'p. 
Il  vient  done  aussi  eomnie  équivalent  géométrique  de  léqua- 
sy  =  aire.  {pmii)'p). 


lion  (;2) 


(liculaiiemcMit,  Taulio  parallèlemonl  à  la  ihoilc  om.  Si  nous  tirons  les  tiroik's 
om',  om",  il  est  visible  ([ue  les  triangles  omm',  omm"  sont  équivalents,  puis- 
qu'ils ont  même  base  om,  et  leurs  som- 
l^'fj-  j/-  mets  m' ,  m"  situés  sur  une  même 
..^fi*   droite  parallèle  à  cette  base.  De  là  ré- 
sulte en  premier  lieu  la  eonséqnenee 
{."'    suivante  : 

La  vitesse  (j  ayant  pour  exprcssiun 
numérique  le  produit  ~,  on  peut  la 
représenter  indiffèremmenl  par  l'aire 
de  l'un  ou  l'autre  des  trianyles  onnn', 
omm". 

Prenons  pour  expression  de  la  vitesse 
l'  l'aire  du  triangle  omm"  et  observons 
que,  dans  ce  triangle,  la  base  mm"  est 
la  vitesse  de  circulation  communiquée 
au  point  m  par  la  rotation  de  la  droite 
om  autour  du  point  o. 
Soit  obn  un  second  triangle  linn'lé  comme  le  premier,  avec  cette  seule 
dillerence  (jue  la  droite  am  est  remplacée  par  la  droite  bn  :  nn"  étant  la  vi- 
tesse de  circulation  communiciuée  au  point  n  par  la  rotation  de  la  droite  om 
autour  du  point  o,  il  est  clair  que  la  vitesse  d'accroissement  de  l'aire  obn  est 
représentée  par  le  triangle  onn",  en  même  tenqis  et  de  la  même  manière  (pic 
la  vitesse  Ù  est  représentée  par  l'aire  omm". 

Concluons  cjnen  désignant  par  a  l'aire  du  quadrilatère  amnb,  on  a,  pour 
expression  de  la  vitesse  '7,  l'aire  du  trapèze  mm"n"n. 

Ce  résultat  est  indépendant  des  directions  suivies  par  les  points  m  et  n  à 
l'origine  de  leur  déplacement  sinmitané.  H  s'étend  de  lui-même  au  cas  oii 
les  droites  «m,  bn  sciaient  remplacées  par  des  courbes  (luelcoiiques  situées 


1 


(  «">  ) 

(JIAPITUK  IV. 

DIFFÉREMFF.LLKS    DES    OKDlîKS    SrPKHIFinS. 

no.  Soir 
(^) ?/  =  /■(•'•). 

imo  roiiclioii  (|ii('I('<iii(iii(>  (le  h\  \;uiiil)I('  ,r.  Nous  savons  (jii'cii  dt'- 

(lans  un  inriuc  plan  t't  passani ,  riiiic  par  If  puinl  vt .  \';i\ilve  par  le  poini  /(. 
Il  est  donc  totil  à  i'ail  général,  cl  Ton  pciil,on  cunséfpicncc,  le  luinnilfr  cûninio 
il  suit  : 

La  di/Jereiitielle  de  l'aire  ctKjendrcc  par  un  segment  de  droite  mobile 
dans  un  plan  est  ét/ale  au  produit  de  ce  sefjmenl  par  la  ritesse  de  circula- 
lion  de  son  point  milieu. 

Cet  énoncé  général  comj)rend  le  cas  particulier  oii  la  droite  mobile  se  meul 

par  translation.  On  peut  d'ailleurs  prendre  ce  cas  à  part  et  le  traiter  directement. 

Soit  z  une  ordonnée  mobile  dans  un  plan  et  limitée  par  deux  droites  fixes 

ab ,  cd.  L'ordonnée  :; ,  représentée  par  ;«»,  se 
rtij,  o2, 
•'  meut  en  restant  perpendiculaire  à  la  droite  cd. 

J^      Elle  engendre  ainsi  l'aire  trapézoïdale  ampc.  Soit 

l  '■S^TT^^        '   ^  ^'^^^'^  ^'i'*^  t't  /'  mi*?  droite  menée  par  le  point  m 

r-^'"  l)arallèlement  à  cd. 
\  L'ordonnée  s  croît  ou  décroît  selon  qu'elle  se 
I                 ^/  meut  de  gauche  à  droite,  ou  de  droite  à  gauche 

'''  au  sortir  du  lieu  quelconque  mp.  Dans  le  premier 

cas,  la  vitesse  à  ne  peut  être  inférieure  à  x.z  :  elle  est  donc  égale  ou  supé- 
rieure à  ce  produit.  Supposons  la  représentée  par  (z  -k-)^)  x  :  il  en  résidie 
évidemment  (pie,  dans  le  second  cas,  elle  est  exprimée  en  grandeur  par 
{z  —  yj)  X.  Cela  posé,  imaginons  ([u'après  avoir  fait  croître  l'aire  t  d'une  quan- 
tité quelconque  Aa,  on  la  fasse  décroître  de  cette  même  quantité,  l'ordonnée 
s  et  la  vitesse  x  repassant  en  sens  inverse  par  les  mêmes  valeurs.  L'hypothèse 
admise  implitiue  cette  conséquence  absurde  que  les  longueurs  engendrées 
sinmllanément  par  deux  points,  respectivement  animés,  l'un  d'une  vite.sse 
plus  grande  (;-+-ij)  x,  l'autre  d'une  vitesse  moins  grande  (; — ;j)  x,  sont 
égaies  entre  elles.  Concluons  qu'on  a  nécessairement  ;^  =  o,  et  par  suite, 

^  ==  zJr. 

L'extension  que  celte  foimule  compoile  f-;|  d'ailleurs  évidenle. 


(   »3'^  ) 
signanl  par  //,  .«  los  différciiliellos  corrcspondanlos,  on  a  gcncra- 
If'mcnt 

Considérées  en  elles-mêmes,  les  grandeurs  jj,  x  ne  diffèrent  en 
rien  des  grandeurs  ordinaires  susceptibles  d'être  soumises  au 
calcul.  On  peut  donc  leur  appliquer  toutes  les  déductions  qui  pré- 
cèdent et  opérer  sur  elles,  par  voie  de  différentiation,  comme  on 
la  fait  d'abord  sur  les  grandeurs  données  y  et  x. 

Les  différentielles  des  grandeurs?/,  x,  sont  dites  diffèrentieUes 
du  second  ordre,  par  rapport  aux  grandeurs  primitives  y,  x;  on 
les  distingue  par  un  redoublement  du  point  mis  en  surcharge  ou 
de  la  Ictlre  d.  Il  vient  ainsi 

di/  =  y  =  d.dy,       dx  =  x  =  d.dx, 

e(  plus  simplement 

dji  =  ij  ==  d'^y ,         dx  =  X  =  d'^x. 

On  dédiiil  dailleurs  de  l'équation  (2) 

(S) j)  =  X  f'{x)  -^   P.f"{x). 

/'"  (x)é(aii(  la  dérivée  de  /"'  [x)  ou,  ce  ijui  revient  au  même,  la 
dérivée  seconde  de  /  (x). 

Le  même  ordre  d'idées,  constamment  poursuivi,  conduit  des 
différentielles  du  second  ordre  à  celles  du  troisième,  de  celles-ci 
aux  différentielles  du  quatrième  ordre,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Les  signes  adoptés  pour  représenter  ces  différentielles  suc- 
cessives résultent  d'ailleurs  de  l'application  toujours  répétée  des 
conventions  premières.  Il  vient  ainsi 

dy  =  y  =  d.d^y  ==  d^y ,       r/x  =  x  =  d.d^x  =  f/'x, 

cl  généralomenl. 

d"ij  =^  dd""^!/,       d"x  ^=  d,d"~\r. 


(  135  ) 
On  ;i  l'ii  môme  l<'mj)s.  comme  conséquence  de  l'éqnalion  (5), 

(4)  .      .     .        y  =  .rf\x)-^-ôxxf"{x)-h.rf"'(x), 

et  ainsi  tle  suife  indéfiniment. 

51.  Lorsque  la  variable  x  est  indépendante  et  qu'on  en  dispose 
en  la  faisant  croître  ou  décroître  d'une  manière  uniforme,  on  a 

X  =  cons'% 
et  par  suite 

X  ==  0. 

Il  vient  alors  frès-simplement 

i)  =  x^  f"{^): 
y  =  X'  f"'(x), 
a  en  général 

(5)  .     .     .     .      (l"i/  =  x".f'-{x)  =  (lx".f"{x). 
De  là  résulte 

"" ^'w  =  £'- 

le  rapport  des  deux  grandeurs  d"ij  et  dx"  étant  précisément  égal 
à  la  dérivée  de  l'ordre  n,  f"{x). 

Lorsque  la  variable  x  n'est  pas  uniformément  croissante  ou  dé- 
croissante, l'équation  (6)  cesse  d'être  vraie  pour  toute  valeur  de 
n  supérieure  au  nombre  I.  Néanmoins  on  est  convenu  de  consi- 
dérer comme  équivalentes  les  deux  expressions  /"(x)  et  (^-if)'  E" 
ce  cas,  il  ne  faut  plus  voir  dans  la  dernière  de  ces  expressions  le 
quotient  des  doux  grandeurs  d''y  et  dx",  mais  seulement  un  sym- 
bole où  ces  deux  grandeurs  figurent  à  la  fois,  sans  pouvoir  se  sé- 
parer l'une  de  l'autre,  et  qui,  par  suite  de  la  convention  adoptée, 
ne  représente  pas  autre  chose  que  la  dérivée  f"[x). 


(  1^<'  ) 

D}i  clnouiemoU  de  la  van'ahlc  iiiili'pouJdiite. 

52.  On  suppose  une  formule  établie  dans  l'iiypollièse  où  la 
variable  x,  considérée  comme  indépendante,  a  été  assujettie  à 
croître  ou  à  décroître  unifoi'mément.  Les  dérivées  successives 
f'{x),  /"(.«■),  f"'{.r)  etc.,  entrant  comme  parties  constituantes  de 
la  formule  dont  il  s'agit,  le  ])roblème  à  résoudre  consiste  à  déter- 
miner les  expressions  qu'il  faut  mettre  à  la  place  de  ces  dérivées 
pour  transformer  cette  même  formule  et  la  rendre  applicable  au 
cas  général  où  la  variable  x  croît  ou  décroît  d'une  manière  quel- 
conque. 

Partons  de  Téqualion 

(!) /"(•*■)  =-. 

X 

qui  subsiste  dans  Ions  les  cas.  On  en  déduit  par  la  différentialion 

,vv)  =  ..r(.,-,  =  ,/J  =  ^^^, 

X  X- 

et  de  là  l'ésulte  immédiatement 

r  7  —  il  X  (l.r  d-y  —  dy  (l'\r 

j  ux 

On  a  de  même 

i        X  il  —  il  X  1  dxdhi  —  di/d^x 

(3)     .     r'.r=  -,  d     -^    ../      ==  — .    d.  \  -,        -, 

X  X  dx  dx 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 


(   ir»7  ) 

CHAPITRE  V. 

KXTEXsioN  DIS  r,i:t.LF,.s  i'Hi:cf:i)EMi:s  ai\  fonctions 

l)F,    PLUSIEURS    VARIABLES. 

Xli.—  Au  lieu  lie  procéder  e(niime  il  suit,  il  e-t  IxMiicouit  plus  simple  de 
passer  les  \v^  55,  ôi,  .Ij  et  d'iulerc;der  a  leur  place  le  u"  ô'.'. 

i"   Thi'orhuc  th's  Ifoxictitc-^  j-rciprof/Kcs  '. 

53.  Soit  une  surface  A,  0  un  point  de  cette  surface,  P  le  plan 
tangent  en  ce  point,  OZ  la  normale,  OX,  OY,  OL  trois  droites 
menées  par  le  point  0  et  siîn('c.s  dans  le  plan  P.  (Voir  lig.  iiî), 
n''i28,  page  129.) 

Prenons  les  droites  OX,  OY,  OZ  pour  axes  coordonnés,  et 
considérant  les  sections  faites  dans  la  surface  A  par  les  plans 
ZOX,  ZOY,  ZOL,  désignons-les  respectivement  la  !'•'  par  X,,  la 
2""^  par  Ny,  la  5""'  par  N,. 

Soient  m^.,  m,j,  m^  trois  jioints  qui  parlent  en  même  temps  du 
point  0  et  qui  décrivent  simultanément,  le  1"  la  section  X^,  le 
2"*  la  section  N,,  le  5™*  la  section  N,. 

Le  mouvement  de  ces  trois  points  pouvant  être  quelconque, 
supposons-le  réglé  d'après  les  conditions  suivantes  ; 

i°  Les  vitesses  des  points  j»,,  m,  ont  même  composante  i  sui- 
vant l'axe  des  x. 

-2°  Les  vitesses  des  points  m^,  mt  ont  même  composante  fj  sui- 
vant l'axe  des  y. 

Concevons  trois  droites  mobiles  T, ,  T,^,  T/  assujetties  à  rester 

'  Ou  pe,ut  supprimer  les  numéros  ô5,  ôi  et  55,  en  les  i'eni|)!acant  tous 
trois  par  le  n"  59.  La  mai'oiie  devient  ainsi  plus  rapide  el  plus  simple.  Elle 
oITre,  en  outre,  l'avantage  de  ne  point  exiger  d'autres  ressources  que  celles  qui 
s'emprunleiil  a  la  géométrie  plane. 
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parallèles  au  plan  ZOX,  et  à  toucher  la  surface  A,  la  droite  T^  en 
m^,  la  droite  T^  en  m^,  la  droite  T,  en  >»,- 

x  étant  l'angle  qu'une  droite  quelconque  T,  tangente  à  la  sur- 
face A  et  parallèle  au  plan  ZOX,  fait  avec  l'axe  des  x,  on  a 
généralement 

(') '^-  =  ?(j^,  y). 

De  là  résulte ,  conformément  aux  déductions  des  n"'  27  et  28 , 
(2) X  =  à^  ^  à.,j  *. 

Appliquée  au  point  0,  léquation  (2)  exprime  qu'à  l'origine 
commune  du  déplacement  simultané  des  trois  points  m„  m,j,  m,, 
la  vitesse  angulaire  de  la  tangente  Tj  est  égale  à  la  somme  des 
vitesses  angulaires  des  tangentes  T,  et  T,,.  Il  s'ensuit  que  la  sépa- 
ration des  points  7))^,  >»,  s'effectue,  au  sortir  du  lieu  0,  comme 
s'ils  se  mouvaient  simultanément  avec  la  vitesse  commune  x  sur 
deux  droites  distinctes,  et  qu'en  même  temps  ces  deux  droites, 
d'abord  confondues  en  OX,  s'écartassent  l'une  de  l'autre  avec  la 
vitesse  y  et  tournassent  parallèlement  au  plan  ZOX,  lune  autour 
du  point  nij,  avec  la  vitesse  «j.,  l'autre  autour  du  point  nti  avec  la 
vitesse  à^ .+-  s-.^. 

Désignons  par  U  une  droite  assujettie  à  toucher  en  m^la  sur- 
face A  et  à  rester  parallèle  au  plan  ZOY. 

De  même  qu'en  se  séparant  du  point  0  le  point  m^  détermine 
la  direction  première  de  la  tangente  U,  de  même  en  s'écartant 
l'un  de  l'autre  au  sortir  du  lieu  0,  les  points  m^,  nii  déterminent 
la  vitesse  angulaire  de  cette  même  tangente,  à  l'origine  de  son 
déplacement.  Il  est  évident  que  cette  vitesse  angulaire  ne  peut 
dépendre  en  aucune  façon  de  la  rotation  «_,  commune  aux  deux 
droites  T,  et  T,.  Concluons  qu'elle  résulte  exclusivement  du  mou- 

*  Cette  équation  peut  s'établir  directement  à  pri07'i  par  un  procédé  ana- 
logue à  celui  dont  nous  avons  fait  usage  pour  démontrer  la  |)ropriélé  fonda- 
mentale du  plan  tangent.  11  est  plus  simple  de  la  déduire,  comme  on  l'a  fait 
au  n"  28,  du  tliéorème  général  fondé  sur  co\\p  même  propriété. 


Fig.  .î.y. 
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vcmont  relatif  de  ces  deux  droites,  c'est-à-dire  de  la  translation  y 

de  la  droite  T,  et  de  la  rotation  «^  avec  laquelle  la  droite  T,  sécarte 

angulairement  de  la  droite  T^^. 

Cela  posé,  considérons  une  droite  dirigée  dabord  suivant  OX, 
et  sortant  de  cette  position  par  un  dou- 
ble mouvement  de  translation  et  de  rota- 
tion ,  la  translation  s'effectuant  suivant 
Taxe  des  y  avec  la  vitesse  y  et  la  rotation 
autour  du  point  m,,  avec  la  vitesse  «y. 

Soit  n  un  point  de  cette  droite  pris  à 
la  distance  x  du  point  0  et  é'  l'angle  anp 
que  fait  avec  l'axe  des  y  la  direction  sui- 
vie par  le  point  n  à  Torigine  du  déplace- 
ment de  la  droite  mobile.  Les  compo- 
santes de  la   vitesse  du   point  n  étant 

rectangulaires  et  représentées  respectivement  Tune  par  an  =  y, 

l'auti'c  par  ap  =  x  à:^,  on  a  évidemment 


(3) 


(nno;  £  =  x. 


Soit  D  la  droite  déterminée  par  cette  direction.  Lorsque  le  point 
;/  est  considéré  comme  se  déplaçant  sur  la  droite  OX  par  rapport 
au  point  0,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  le  point  0  est  con- 
sid('ré  comme  se  déplaçant  sur  la  droite  OX  par  rapport  au  point 
Il ,  la  droite  D  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  C  quil  est  facile 
de  déterminer  au  moyen  de  l'équation  (5).  Il  suffit  pour  cela 
d'opérer  sur  cette  équation  en  y  considérant  les  deux  vitesses 
y  et  «y  comme  constantes  et  les  grandeurs  x  et  f  comme  variables. 
De  là  résulte,  conformément  à  la  règle  (2)  du  n°  21 , 


rO 


è^  =~  à,,  cos'  £ 

il 


On  penl  parvenir  à  celte  équation,  soit  comme  nous  l'indiquons  ici,  soit 
tlireoloment  et  par  voie  purement  géométrique, 
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Supposons  que  lo  point  n  coïnoide  avec  le  point  0  et  qu'il  sorte 
(le  celte  position  en  glissant  suivant  OX  avec  la  vitesse  x  :  l'angle 
fêtant  nul,  Tëquation  (4)  devient 

(o) .*/<.  =  ,r^,. 

Mais  alors,  de  même  que  le  point  n  se  confond  avec  le  point  m, 
et  la  droite  D  avec  la  tangente  T,  de  même  aussi  la  vitesse  angu- 
laire b'j.  est  celle  de  cette  même  tangcnle  à  lorigine  de  son  dépla- 
cement. 

Prenons  la  droite  OL  {fi(j.  29)  de  manière  qu'elle  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  XOY.  Il  vient  en  ce  cas  x  =ij,  cl  l'équation  {}i) 
donne  en  conséquence 

(G) S,  =  «,. 

Traduite  en  langage  ordinaire,  l'équation  (G)  exprime  wuf'  pro- 
l)riété  curieuse  qui  comporte  de  nouihi'cuscs  applications  cl  qu'on 
peut  énoncer  connue  il  suit  : 

Soit  P  un  plan  tangent  en  0  à  une  surface  A;  OX,  OY  les  traces 
sur  le  plan  P  de  deux  sections  normales  N, ,  N,^.  Nous  désignons 
sous  le  nom  de  tangentes  réeiprotiue.s  deux  tangentes  conjuguées 
entre  elles  et  respectivement  assujetties,  l'une  à  rester  parallèle 
au  plan  de  la  section  N,.  tandis  que  son  point  de  contact  glisse  sur 
la  section  N,,,  l'autre  à  rester  parallèle  au  plan  de  la  section  N^ 
tandis  que  son  point  de  contact  glisse  sur  la  section  N^. 

Cela  posé,  voici  l'énoncé  dont  il  s'agit  : 

Lorsque  deux  tangentes  réciproques  sortent  en  même  temps  et 
avec  une  égale  vitesse  des  sections  normales  qui  les  déterminent, 
leurs  rotations  autour  des  directions  qu'elles  suivent  respective- 
ment sont  égcdes  et  de  signe  contraire  '. 

1  Lorsqu'un  solide  tourne  autour  d'un  axe,  on  représente  sa  vitesse  de 
roialion  par  une  portion  de  l'axe  égale  en  longueur  à  la  grandeur  de  cette 
même  vitesse.  On  lient  compte  du  sens  en  fixant  sur  un  point  quelconque  de 
l'axe  l'origine  de  la  longueur  prise  pour  mesure  de  la  vitesse  et  portant  celle 
longueur  du  côté  où  la  rotation  s'ellectue  de  gauclie  à  droite  pour  un  obser- 
vateur placé  le  long  de  l'axe,  les  pieds  à  l'origine. 

On  observera  (jue  l'égalilé  des  vitesses  angulaires  ir,  C  implique  eelle  des 


(    lil    ) 

54.  Le  lliéorùini'  <iuc  iiuiis  ven()ii>  d  ('iiuiirc  r  jx-iil  s  (•laljlir  <( 
priori  (k'  pliisicui's  façons  •lillV'rcnlcs.  lîonKMis-iioiis  ;i  en  donner 
ici  une  seconde  démonstration  *. 

Sans  rien  changer  à  ce  qui  précède,  supposons  1  axe  OX  dcler- 
niiné  de  manière  à  coïncider  avec  la  caracU'-rishqKC  du  plan  P, 
cette  caractéristi(iue  étant  pi'ise  dans  lli}potiièse  on  le  plan  P  se 
dc'place  en  touchant  la  surface  A  le  long  de  la  section  X,^  **.  A 
l'origine  de  son  déplacement,  la  tangente  T,^  est  animée  de  deux 
mouvements  simultanés,  Tun  de  translation  seffectuant  avec  la 
vitesse  y,  l'autre  de  rotation  autour  de  la  caractéristique  OX.  Ces 
i\(i\\\  mouvements  n'altérant  en  rien  la  direction  de  la  tangente  T,^, 
il  s'ensuit  que  Ion  a  nécessairement 


;i) 


De  là  résulte  la  conséquence  suivante  : 

La  séparation  des  points  m,j,  nii  s'effectue,  au  sortir  du  lieu  0, 
connue  s'ils  se  mouvaient  simultanément,  avec  la  vitesse  com- 
mujie  X  sur  deux  droites  distinctes,  et  qu'en  même  temps  ces 
deux  droites,  d'abord  confondues  en  OX,  s'écartassent  l'une  de 
l'autre  avec  la  vitesse  y  et  tournassent  parallèlement  au  plan  ZOX , 
l'une  autour  du  point  iii^,  l'autre  autour  du  point  )n,,  toutes  deux 
d'ailleurs  avec  une  seule  et  même  vitesse  j;^,. 

nilaîioiis  introduites  au  lieu  de  ces  vitesses  dans  l'énoncé  dunné  comme  tra- 
duction de  réquation  (G).  Pour  le  voir,  il  suflit  di^  l'aire  les  rcmaniuos  suivantes  : 

1"  La  vitesse  à.^  résulte  d'une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaiie  au 
plan  ZOX.  Elle  équivaut,  en  ce  qui  concerne  la  Uimjenle  Ty,  à  la  rotation 
d^  :  sin  XOY  autour  de  l'axe  OY  ; 

±'  La  vitesse  èi  résulte  d'une  rotation  autour  d'un  axe  ])erpendiculaire  au 
plan  ZOY.  Llle  équivaut,,  en  ce  qui  concerne  la  tangente  V ,  à  la  rotation 
S.  :  sin  XOY  autour  de  l'axe  OX. 

Jl  est  clair,  en  effet,  que  régalilé  des  vitesses  angulaires  à^  et  &  implique 
celle  des  rotations  équivalentes  «^  :  sin  XOY,  &:  sin  XOY. 

■  Nous  renvoyons  aux  applications  géométriques  pour  d'autres  démonstra- 
tions ,  moins  directes  peut-être,  mais  plus  rapides  et  plus  simples. 

"  Ou  sait  que  ce  déplacement  connnenee  par  rotation  autour  d'une  droite 
passant  par  le  [loint  0  et  située  dans  le  i)lan  P.  C'est  celte  droite  qu'on  dé- 
signe sous  le  nom  de  cararkrialiqne. 


(  l'^-2  ) 

L'idenliic,  qui  s'établit  ainsi  de  part  et  d"auli-c,inonti'c  évidem- 
ment qu'à  lorigine  du  déplacement  de  la  tangente  U,  la  vitesse 
angulaire  de  cette  tangente  est  égale  à  zéro.  On  a  donc,  comme  con- 
séquence de  l'équation  (  I  )  : 


{2) 


Plaçons -nous  dans  llnpothése  où  le  plan  P  se  déplace  en 
touchant  la  surface  A  le  long  de  la  section  N^,  et  cherchons  ce  que 
devient  alors  sa  caractéristique.  Pour  reconnaître  qu'elle  coïncide 
avec  l'axe  OY,  il  sufiît  d'observer  qu'en  ce  cas  l'équation  (2)  sub- 
siste nécessairement,  tandis  que  pour  toute  autre  position  cette 
même  équation  deviendrait  impossible  '.  Concluons  que  l'équa- 
tion (2)  subsistant  comme  conséquence  de  l'équation  (1),  il  y  a  de 
part  et  d'autre  réciprocité  complète,  c'est-à-dire  que  si,  d  une  part, 
l'axe  OX  est  la  caractéristique  du  plan  P  pour  un  déplacement  du 
point  de  contact  dirigé  suivant  l'axe  OY,  réciproquement  l'axe  OY 
est  la  caractéristique  du  plan  P  pour  un  déplacement  du  point  de 
contact  dirigé  suivant  l'axe  OX.  Liées  entre  elles  d'après  ces  condi- 
tions les  deux  caractéristiques  OX,  OY  prennent  le  nom  de  carac- 
téristiques conjuguées. 

Cela  posé,  considérons  les  tangentes  réciproques  déterminées  par 
les  sections  normales  N^,  N,  fig.  54.  L'une  est  parallèle  au  j)lan  N, 
et  son  point  de  contact  glisse  suivant  N^.  L'autre  est  parallèle  au 
plan  N,  et  son  point  de  contact  glisse  suivant  N;. 

S'agit-il  d'abord  de  la  première?  à  l'origine  de  son  déplacement , 
elle  a  même  mouvement  angulaire  que  l'intersection  du  plan  N, 
avec  le  plan  P  supposé  mobile  le  long  de  la  section  Nj  et  tournant, 
en  conséquence,  autour  de  la  caractéristique  oY. 

Soit  m^  le  point  de  contact  supposé  mobile  suivant  la  section 
Nj,  et  V  la  vitesse  de  ce  i)oint  au  sortir  du  lieu  o.  Si  nous  repré- 
sentons par  w  la  rotation  de  la  directrice  du  point  m^  pour  une 

'  Si  la  caractéristique  du  plan  P  n'était  point  dirigée  suivant  l'axe  OY,  la 
rotation  qui  commence  autour  de  cette  caTactcristique  équivaudrait  à  deux 
rotations  simultanées,  l'une  autour  de  l'axe  OY,  l'autre  autour  d'une  perpen- 
diculaire à  cet  axe.  La  conséquence  évidente  est  que  l'éciuation  (:2)  ne  subsis- 
terait pas. 
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vitesse  lie  ce  poinl  égale  à  ruiiité,  il  sensuil  (jiie  la  rolalioii  cui- 

,,.     ,,,  rcsnondantc  à  la  vitesse  v  a 

l'iy.  j  i.  ' 

•X  pour  expression  le  produit  f.jf. 
Klevous  en  o  une  perpendi- 
culaire à  la  droite  oX,  et  sur 
cette  perpendiculaire ,  située 
dans  le  plan  P,  prenons  la  lon- 
gueur ou  égale  au  produit  v.  te. 
Si  par  Je  point  a  nous  me- 
nons une  parallèle  àoX,  il  est 
visible  (pie  la  longueur  oh,  interceptée  sur  oX  par  cette  parallèle, 
représente  la  rotation  du  plan  P  autour  de  la  caractéristique  oY. 
Par  le  point  h  menons  une  parallèle  à  oL  et  désignons  par  e  le 
point  où  celte  parallèle  vient  couper  l'axe  oX.  Le  segment  oe 
représente  la  rotation  de  la  première  tangente  réciproque  autour 
de  la  direction  suivie  par  son  point  de  contact. 

S'agit-il,  en  second  lieu,  delà  tangente  réciproque  qui  reste 
parallèle  au  plan  N^.  et  dont  le  point  de  contact  glisse  suivant  N,? 
En  désignant  par  à  la  vitesse  angulaire  qui  anime  cette  droite  à 
l'origine  de  son  déplacement,  on  a,  conformément  aux  déduc- 
tions des  numéros  27  et  "28 , 


D'un  autre  coté,  nous  venons  de  voir  que  la  vitesse  angulaire 
>x,j  se  réduit  ici  à  zéro.  On  a  donc  simplement 


Par  le  point  c,  où  le  prolongement  de  la  droite  ba  vient  cou- 
per la  droite  oL,  menons  la  droite  en  parallèle  à  l'axe  oY,  et  dé- 
signons par  n  le  point  d'intersection  de  cette  parallèle  avec 
l'axe  oX. 

Si  le  point  de  contact  supposé  mobile  sur  N,  sortait  du  lieu  o 
avec  la  vitesse  oc,  la  rotation  i,  autour  de  l'axe  oa  serait  repré- 
sentée par  le  produit  on.  w.  11  s'ensuit  que,  pour  une  vitesse  de 
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ce  point  prise  égale  à  v ,  coinine  (Ituis  le  premier  cas,  il  \ieiiL  im- 
mcdialcmcnt 

V  on 

à  =  cf.^  =  on.  tv  —  = oa. 

oc  oc 

Prenons  sur  oa  la  longueur  on',  émilc  à  — .  oa ,  et  achevons  le 

~  7  O  OC  ' 

triangle  oa'c',  semblable  au  triangle  oac. 

La  rotation  oa'  se  décompose  en  deux  autres,,  lune  oc'  ixyuut 
pour  axe  la  direction  suivie,  l'autre  représentée  par  c'a',  et  ayant 
pour  axe  la  droite  oX.  Celle-ci  n'influe  en  rien  sur  la  vitesse  angu- 
laire à,  :  on  peut  donc  en  faire  abstraction  et  considérer  exclusi- 
vement la  rotation  composante  oc'.  On  a  d'ailleurs 


oc 

oc'  =  oa.  — 

oa 


hc 


On  voit  ainsi  que  les  deux  rotations  considérées  sont  égaies  et 
de  sens  contraire,  eonrormément  à  l'énoncé  du  numéro  précé- 
dent '. 

'  Montrons,  pac  anlici|)atioii,  un  c\t'iii[ilo  dos  ressources  ({u'olïio  uolie  uié- 
lliode  pour  résoudre  les  (lueslioiis  de  géométrie  transcendaule. 

Reprenons  les  données  du  n"  55,  en  supposant,  connue  au  n"  ôi,  t|ue  les 
droites  oX.  o\  soient  deux  caractérisîicjues  conjuguées. 

La  droite  T;,  entraînée  par  le  point  tui,  tourne  autour  de  Taxe  oY  avec 
une  vitesse  facile  à  déterminer,  en  se  rei)ortanl  aux  déductions  du  ir*  5i, 
et  représentée  connue  il  suit 


Fi<j.  :JJ. 


X 

\\  sin  )? 

W  étant ,  pour  le  point  o,  le  rayon  de  coiir- 
l)urc  de  la  section  iSj,  et  ij  l'angle  ([ue  l'ont 
entre  elles  les  deux  caractéristiques  oX, 
oY. 

Substituons  les  x  aux  y  et  réciproquement. 
La  droite  Tj  est  remplacée  par  une  droite  l'i 
tangente  en  mi  à  la  surface  A  et  parallèle  au 
|)lan  Ny.  Il  s'ensuit  d'ailleurs  (pie  la  droite  L; 


It.J 


:2"  l)c>i  dvrivk's  fuicccasivi'.s  d'une  foiulio/i  de  phi  sien  r.s  ranuh(c6. 

5;>.  Soit  f  {x ,  >i)  iiiic  roiiclimi  à  deux  \;ii'iables;  J'i,//]  ilciix 
valeurs  (iuclcuii({ii<'--  (iôlciinint'cs  de  ces  \ariahU's;  a,  h  les  valeurs 

luunio  autour  do  ra.\c  oX  a\oc  une  vitesse  repi'éseutéc  i)ar 

y 

R'  sin  »/  ' 

U'  étant,  [tour  le  [tctiiil  o,  le  rayon  de  cijurljurc  de  la  section  N^. 
Prenons,  à  partir  du  point  o  sur  les  droites  oX,  tiV,  deux  longueurs  oyj,  07 

l'une  0»  égaie  au  quolienl  :irr^. —  ,  l'autre  oq  égale  au  (luolient  -5—^ — -• 
'      <='  •  R'  sin  )^  ■•  1»  sn»  <? 

Si  nous  achevons  le  parallélogranuiie  oplq,  la  diagonale  0/  représente  en 
direction,  sens  et  grandeur  la  rotation  du  plan  P  supposé  niohile  avrc  le  poiiiL 
nii  et  tangent  eu  ce  i)oint  à  la  surlace  A. 

Désignons  par  o',  y'  les  angles  que  la  direction  oL  lait  avec  les  axes  o\, 
oV.  Les  per[)endiculaires  abaissées  sur  oL  des  i)oiuts  p  el  q  sont  représen- 
tées respectivement ,  la  ineniière  |iar 

y  sin  y 

pi)    =  ui)  sui  y  =  r- — : , 

"  '  u  sni  t; 

la  deuxième  par 

X  sin  y' 

qq'  =  nij  sin  r'  =  r, — '■ 

Il  sin  i] 

On  voit  d'ailleurs  aisenK'iit  (|ue  la  vitesse  angulaire  île  la  directrice  du 
lioint  nii  sur  la  ligne  'Si  est  représentée  par  la  sonune  de  ces  deux  l'crpeu- 
diculaires. 

Soit  P  (i>our  le  point  0)  le  rayon  de  courbure  de  la  section  >',;  r  =oc  la 
vitesse  du  [loinl  /», ,  au  sortir  du  lieu  0  (lig.  ôii;  "■  la  vitesse  angulaire  de  la 
directrice  du  point  //(;.  On  a  d'aliord 

1  IV  l     I  y   sin   y         .v  sin  y' 


(1) —  ,  i„     .  ■     p     . 

p  r  uc    \  ik   sin  ij  il  sui 

el,  en  même  temps  (voirtig.  ôi,  page  liô) 

.4'  siiL  >?  */  sin  y 

(-2) oc  = r  =  —. 

'  sui  y  sni  y 

De  là  résulte,  en  substituant, 

sin-  if         sin-  y'         sin-  y 

^^' -—^"HT-'^-lr-- 

l/éipiation  (5)  est  rc<|uation  polaire  d'une  ellipse  ayant  son  centre  en  o  et 

10 
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correspondantes  tics  dérivées  partielles  fj{ji',  ij),  f\  {x,  j).  Nous 
avons,  par  hypothèse, 

a  =  /■;(J!-,,  ?/i) ,     6  =  f',j{xi,  jji). 
Posons 

(1) s  =  f{x,y)  —  ux  —  iij, 

et  considérons  la  surface  A,  représentée  par  l'équation  (1),  dans 
un  système  quelconque  où  l'axe  des  z  soit  perpendiculaire  à  ceux 
des  X  et  des  ij. 

m  étant  un  point  pris,  comme  on  veut,  sur  la  surface  A,  soient 
P  et  Q  les  deux  sections  planes  qui  se  coupent  en  m.  et  qui  sont 
respectivement  parallèles.  Tune  P  au  plan  des  zx,  l'autre  Q  au 
plan  des  z>/.  Si  Ion  désigne  par  a.  langle  qu'une  tangente  à  une 
section  quelconque  parallèle  au  plan  des  zx  fait  avec  l'axe  des  x, 
on  a  généralement 

(2).     .     .     .     .     .     tg.  «  =  f'Ax,y)  —  a. 

De  là  résulte  pour  la  vitesse  angulaire  «,  avec  laquelle  cette  tan- 
gente tourne,  lorsque  son  point  de  contact  est  en  m  sur  la  section 
P  et  (piil  se  déplace  suivant  la  section  Q, 

(5) à,j=^  ij  r,,y{x,y).co^}  a  *. 

Soit  Q  l'angle  «piune  tangente  à  une  section  plane  parallèle  au 
plan  des  zij  fait  avec  l'axe  des  y,  on  a,  de  même, 

(4) tg.  S=f;^{x,y)  -  h, 

pour  rayon  vecteur  o  =  l/'p.  La  considération  de  celle  ellipse,  connue  sous 
le  nom  û' indicatrice,  H  dont  les  droites  oX ,  oY  sont  des  diamètres  conju- 
gués, montre  qu'en  général,  les  caractéristiques  conjuguées  se  confondent 
avec  ces  diamètres,  et  que  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  sont 
représentés  par  les  carrés  des  rayons  vecteurs  correspondants.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  ces  détails  qu'il  suffit  ici  d'indiquer. 

'  On  voit  aisément  comment  les  équations  (2) ,  (5),  (4),  Ci)  se  déduisent  de 
ce  qui  précède  el,  aussi,  connnenl  on  [leut  les  établir  ilirectement  par  voie 
géométrique. 
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cl,  (It'siyiiaiit  par  b,  la  \ilcsse  angulaire  a v ci-  laiiiu-llc  huiriic  celle 
langenlc  lorsque  son  point  de  eonlacl  esl  en  ///  sur  la  section  Q  et 
(ju'il  se  déplace  suivant  la  section  P  : 

{o) i?,  =  X. /■;;,^(a-,  y),  eos-o. 

Supposons  le  point  m  déterminé  par  les  valeurs 

les  équalions  (iJ)  et  (4)  donnent 

tg.    a   =   0,       tg.    o  =   0. 

11  en  résulte  (pie  le  ()lan,  mené  par  le  point  m  parallèlcmenl  au 
plan  des  xi/,  louche  en  ce  point  la  surlaee  A,  et,  par  suile,  que 
i'éiiuation  (5)  du  n"  33  devenant  applicable,  on  a  nécessairement 

Mais,  d'un  autre  côté,  les  é([ualions  (5)  et  (o)  donnent  en  même 
temps 

il  vient  donc  en  substituant,  supprimant  le  facteur  connnuii 
x.i)  et  remplaçant  par  X',  y  les  valeurs  quelconques  déterminées 

L'équaliou  loiRiaiuoiilale 

/"x,y(.r,  tj)  =  f".j,,{x,  !/), 

pcul  s'élablir  à  priori  de  la  manière  suivante  : 
On  a,  cunfunnénicnl  à  la  règle  tlu  ii"  8, 

(1) Iim  '-^ '-^^ — "       -^     =  f'Ax,  U), 

et  remplaçant  >j  par  ij+  Mj. 

(-2)    .    .  lim  /■U-+Aa-,^-^A,)-/(x,,H-.,)  _  ^,^^^^  ^_^  ^^^ 

On  déduiule  là,  en  sousliayant  membre  à  membre  l'équation  (1)  de  le- 
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On  \oil  aiii>i  (juc.  tlaiib  le  cas  de  dcii.N.  clcrixalicuis  lailcs  sui'- 
cessivomcnl  par  rapport  à  deux  variables,  le  rt'sullat  définitirest 
indépendant  de  l'ordre  suivi  dans  ces  dérivations.  Celtti  eonsé- 
queiiee  sélcnd  delle-mènie  à  un  nombre  (pielcoiiquc  de  dél■i^a- 
lions  successives  laites  sur  une  même  l'onction  de  ii  variables.  J)e 
là,  le  principe  général  énoncé  connue  il  suit  : 

Quel  que  ^oll  l'ordre  (laiis  h(nicl  on  c/J'vclKt'  j)ltisiet(rs  dérivU' 
(ions  .successiit'-s ,  si  i/ohdhl  slul  ciiangi:  tr  olk  lourts  ciiosks 
soii;>r  LGALts  i/An.LELBS,  le  rè.stdlat  dèjinitif  reste  Unijottrs  le 
nièine. 

(lualioii  (-)  cl  dixi.saiit  i>ar  a// 


(5)  .     . 


/:,.'(.r.  //  + A//)  — /;/(.r..v) 

^11 


Cela  posé,  imisquc,  par  hypothèse,  les  (luanlitcs  ii.f  cl  mj  coiivcrgeiil  en 
uièiiic  temps  vers  zéro,  l'écpiation  (5)  devient 

(i)      lim  /"'■■''-H--^J'-  //-V-A//)  — /Vr.//-t-A//)  — /U'+A.r.  i/]-i-l{.r,  u)  _    ,     ,^ 

s.r.  S!/  ■'•''     '■ 

L(,'  premier  meml)re  de  i'cciuatioii  (i)  resterait  e\ideiniiieMl  le  même,  nI 
Ton  répétait  les  opérations  précédentes  en  opérant  sur  //.  cumim'  un  Ta  lait 
sur  a;  et  réciproi|uement. 

De  là  résulte  inunédiatement  : 

r>) /:,„(j->i/)  =  /;,x(-^'//)-        C.Q.F.D. 

Partant  de  ce  resullal  et  iirocédanl  direeienient  sur  la  burlaee  représentée 
par  léciualion 

on  a  dabord  connue  au  n"  oo, 

et  easuite,  eu  égard  à  l'équation  (o),  de  la  [irésente  note 

//  d  -e.  a.. 


cos^  S  cos^  a. 

De  là  se  déduit,  connue  conséquence  immédiate,  le  ll.curono  clc'i  tauijenlcs 
réciproques  établi  ci-i'e-su-^  u'  55. 


(    !'•!•  ) 
Los  oonvonlioMs  adojitros  pour  ropr(S('nl(M'  les  th'i'ivc'os  snroos- 
sivos  vl  parliolics  d'uiio   fonction  à   plii-^ieurs   Viiriahh's ,  sont  1rs 
suivantes  : 
Soit 

-  =  /'{-r,  .>/^i' ) 

iiMO  fonolion  âo<  vnriiil)lrs  .r ,  y,  u,  rlc  On  (Trit 

fZy.A-r,  !/?"■•■■) 
et ,  gcMK'rnlemcnf , 

f'iy,u...{-r,  i/^y....) 


(I.rdi/dii 
d"z 


d.i(h/(l><.. . 

le  nombre  des  (h'-rivations  étant  toujours  marqué  par  l'indieesupé- 
lienr,  et  leur  ordre  sueeessif,  ainsi  ([ue  les  variables  aux(|uelles 
(>lles  se  ra])|)orlen( ,  par  les  signes  inl'éricurs. 

7)"  Des  (lifféretiticl/fs  total  es  et  partielles  de  tous  les  ordi'es, 

5G.  Soient  ii  variables  liées  entre  elles  par  p  relations  :  la  difîé- 
rcnce  n — p  exprime  le  nombre  des  variables  dont  on  peut  disposer 
arbitrairement,  soit  en  les  faisant  eroître  ou  décroître  avec  uni- 
formité, soit  en  établissant  entre  elles  des  relations  quelconques 
exprimées  ou  sous-entendues.  Les  vaiiables  dont  on  dispose,  et 
qu'on  assujettit  à  croître  ou  décroître  dune  manière  uniforme, 
sont  dites  iitdrpendantes;  leurs  difrérentielles  du  premier  ordre 
sont  des  constantes,  et,  par  suite,  leurs  différentielles  des  ordres 
supérieurs  sont  toutes  égales  à  zéro. 

Dans  tous  les  cas,  lors  même  qu'il  y  aurait  autant  d'équations 
simultanées  que  de  variables  moins  une,  on  peut  toujours  intro- 
duire par  la  pensée  une  nouvelle  \arh\\)\c,  prise  pour  variable 
iudépeudanle,  et,  afin  que  toutes  les  autres  en  deviennent  fonc- 
tion, concevoir  au  besoin  une  ou  plusieurs  relations  arbitraires, 
que  Ton  ne  détermine  point  aussi  longtemps  qu'on  le  juge  conve- 
nable, et  dont  pourtant  il   est  toujours   permis  de  disposer.  Ce 
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simple  arlifico  est  souvent  d'un  grand  sccoun,,  soi!  pour  faciliter 
les  déductions,  soit  pour  les  éclairer  davantage. 

En  se  reportant  au  n"  27,  il  est  aisé  de  voir  que  la  différentielle 
d'une  fonction  à  plusieurs  variables  est  la  somme  des  différen- 
tielles que  l'on  obtient  en  opérant  tour  à  tour  sur  cbaque  variable, 
comme  si  elle  variait  seule,  tandis  que  toutes  les  autres  sont  sup- 
posées constantes.  Chacune  des  différentielles  que  l'on  obtient 
successivement  est  dite  différentieJle  partielle  :  leur  somme  est 
ta  différentielle  totale  de  la  fonction  considérée. 

Cela  posé,  montrons,  par  un  exemple,  comment  on  procède  en 
général. 

Soit  une  fonction  à  deux  variables, 

-  =  f{x,  y)- 
On  a  d'abord 

(  I  )     .     .      i  =  i,  -f-, ir,  =  X  f:  (.r ,  y)  +  y  f],'  [x ,  y) , 

on  .  ce  qui  revient  au  même,  sons  une  autre  forme, 

f'^' ''-'  =  (I)  ''■'■  -  (s^)  '''>■ 

Il  vient,  en  second  lieu  , 

^-y     J     -  =  J^-7"t ( J^;  y )  -+-  2i?/  fi,  {•r,y)  -h  if  f",  [x ,  y ) 

(         +  xf',[x,y)   +  yf\j{x,y), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  forme  seule  étant  changée, 


(I)  '"^  -  s  '"."  ■• 


dyi 
Il  importe  de  ne  point  perdre  de  vue  que  les  expressions  fonctionnaires 

\dx^-j       \(l.r(t!/j 
son!  de  purs  symltolos  cl  non  pns  des  quolicnls, 


(  loi  ) 

Et  ainsi  de  suite,  indéfiniment,  les  résnllats  obtenus  poiiMuit 
s*;iji|)liqiier  à  tous  les  cas  possibles. 
Sagil-il  dune  l'onction  implicite 

f'I^x,  y)  =  oons'^ 

Pour  passer  du  cas  général  à  celui  dont  il  s'agit  actuellemenl, 
il  sufiit  de  poser 

r  =  eons"" , 

et,  par  suite,  de  réduire  à  zéro  les  dliFérentielles  successives  dz, 
(t^z,  d^z,  etc. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  les  variables  x,  y  étant 
indépendautes  ,  on  les  assujettit  à  croître  ou  à  décroître  unifor- 
ménient.  Il  vient  alors 

(5)     .     .     .     i- =1  f/x  =  cons'%      ?/ =  f/^  =  cons'% 

et,  par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  l'unité, 

(6) d"x  =  0,      d"y  =  o. 

Les  formules  (1),  (3),  etc.,  deviennent,  en  conséquence, 


-y 


(^) )         'z  =  K-*-  2è,,,  +  z./ 


Les  formules  équivalentes  (2),  (4),  etc.,  deviennent  en  même 

Le  symbole  'ix,y  exprime  le  résultat  de  deux  différenliations  opérées 
successivement,  la  première  en  considérant  ;/  comme  constant,  la  seconde  en 
considérant  onnime  oonsinnies  les  deux  quantités  .r  et  x. 


tomps. 


(8). 


r 


{ m  ) 


'/.'/ 


(h 

(J.r-J  \(}x(}i//  \(iij 

<l.i  I  \(lx'(liil  Xdxdiil 


<l.r-  -4.  ^2  (  -^-1  (Ixdj/  +    (^1    d,f 


-  li|i"*= 


"/ 


On  observera  que  1  liypotlièse  où  nous  venons  de  nous  pincer 
est  restrictive.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  s'agit  d'une  surface  ayant 
pour  équation 

par  cela  seul  qu'on  suppose  les  deux  vitesses  x  et  »/ constantes,  il  en 
résulte  (pie  le  rapport  des  accroisscmcnls  simullnués  A,r  et  mj  est 
liii-niènie  constant,  et,  par  suite,  (pu^  la  variahle  1/  devient  une 
fonction  linéaire  de  la  variable  x.  La  consé(picnce  est  que  les 
valeurs,  exprimées  ci-dessus  pour  les  difféj'cnlielles  des  ordres 
snpérieurs,  s'appliquent  exclusivement  aux  sections  ])lanes  faites 
dans  la  surface  parallèlement  à  l'axe  des  z. 

II  est  visible  que  les  déduclions  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  liées  enlie  elles  par 
une  ou  plusieurs  éfjuations.  11  s'ensuit  qu'on  peut  dès  à  ])résent 
effectuer  la  ditTérenliation  d'une  fonction  quelconque,  et  c'est, 
dans  la  simple  applicalioii  des  règles  exposées  ci-dessus  que  se 
résout  tout  enlierle  calcul  (liff('reriliel  pro])rement  dit. 


(  1-^'  ) 

CflAPllUK  Vî. 


RKSlMi:    DES    liKGLFS    DU    CALCIL    DIFFI.fîl.NTirL 
FT    SIMPLIFICATIONS. 


57.  Résumons  los  règles  du  calcul  (liiïc'rcnliel,  ot  comme 
l'exposé  (le  ces  règles  n'exige  point  tons  les  {lévelopi)ements  don- 
nés précédemment,  montrons  les  simplifications  qu'il  comporte. 

Parlant  des  principes  établis  n"'  5,  4,  5  et  G,  on  peut  démontrer 
immédiatement  les  propositions  des  n"^  2(i,  27,  28,  ôô  et  ôo,  ré- 
sumées comme  il  suit  : 

1"  Tai  (liffcreiiliellc  d'inic  foiiclioii  de  fond  ion  s'obtii-iil  en  prc- 
iKdil  lt(  dérivée  de  lu  foiirlioii  jtriiicijxdc  par  rapjXHi  à  la  fonc- 
lioii  secondaire  considérée  comme  simple  variable  el  en  multi- 
pliant cette  dérivée  par  la  différentielle  de  la  fonction  secondaire. 

1"  La  différentielle  cVv ne  fonction  composée  on  complexe  est  la 
s(»nme  des  différentielles  cja'on  obtient  en  distincjua)it  dans  la 
fonction  ses  élé)nenls  variables,  et  en  opérant  tour  à  tonr  pour 
cliacjiie  élément  distinct,  comme  s'il  restait  seul  varia.ble ,  tandis 
cjne  tous  les  autres  sont  suj)j)osés  constants. 

3"  Quel  fjue  soit  l'ordre  d<(ns  lecjuel  on  eff\'etue  plusieurs  déri- 
vations successives,  si  l'ordre  seul  cJiancje,  et  (jue  toutes  choses 
soient  égales,  d  ailleurs ,  le  résultat  définitif  reste  toujours  le 
même. 

Cela  fait,  on  est  en  mesure  de  résoudre,  en  général,  toutes  les 
qnestions  relatives  à  la  différentiation  simjjle  on  répétée  d'une 
f'onclion  quelconque  à  nue  on  j)lusieurs  vaiiables. 

S"agit-il  ensuite  d'applications  parlicnlières?  Pour  les  rendre 
anssi  faciles  que  les  opérations  les  plus  simples  de  l'algèbre,  une 
seule  chose  reste  à  délerminer  :  ce  sont  les  diff(''reniiclles  cjui  cor- 
respondent à  chacune  des  fonctions  élémentaires. 


(  \oA  ) 

On  a  vu  comment  la  marche  à  suivre,  pour  la  diffcrentialion 
des  fonctions  clcmcnlaircs,  peut  être  à  la  fois  très-simple  et  très- 
rapide  ,  sans  cesser  néanmoins  d'être  purement  géométrique.  La 
même  observation  s'applique,  en  général,  à  tous  les  théorèmes 
dont  nous  avons  donné  la  démonstration  et  sur  lesquels  nous  nous 
sommes  appuyé  pour  établir  les  règles  dont  on  a  besoin.  Parmi 
ces  théorèmes,  il  en  est  deux  moins  simples  que  les  autres  :  l'un  a 
pour  objet  la  différentiation  des  fonctions  composées;  l'autre  est 
relatif  à  lidentité  des  résultats  fournis  par  plusieurs  dérivations 
successives  dont  l'ordre  seul  a  été  changé.  Lorsqu'on  veut,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait,  suivre  ici  la  voie  purement  géométrique,  il 
faut  d'abord  établir  la  propriété  caractéristique  du  plan  tangent  à 
une  surface  et  celle  des  tangentes  réciproques  :  c'est  ensuite,  en  se 
fondant  sur  ces  propriétés  que  l'on  en  déduit  les  deux  théorèmes 
rappelés  ci-dessus.  11  n'échappera  point  au  lecteur  que  ces  deux 
théorèmes  peuvent,  comme  nous  l'avons  montré  ',  se  déduire  en 
quelques  lignes  du  procédé  général  fourni  par  la  méthode  des 
limites  et  exposé  géométriquement  dans  le  n"  8.  Ici  donc,  s'il  y  a 
en  apparence  quelque  complication ,  il  suffit  pour  la  faire  dispa- 
raître, d'emprunter  le  secours  de  la  méthode  des  limites.  Dès 
lors  tout  devient  extrêmement  simple,  et  c'est,  sans  la  moindre 
difficulté,  que  l'on  parvient  directement  aux  deux  équations  fon- 
damentales 


(2) n,v{x,y)  =  f;,Ax,y). 

Veut-on,  d'ailleurs,  établir,  comme  conséquence  immédiate,  la 
propriété  caractéristique  du  plan  tangent  et  celle  des  tangentes 
conjuguées?  Il  ne  reste  plus  qu'à  considérer  la  surface  représentée 
par  l'équation 

(5) z  =  f{x,  y), 

'  Voir  |pp  unies  des  ii""  27  cl  ô5. 
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et  à  donner,  pour  celte  surface,  l'interprétation  géométrique  des 
équations  (I)  et  {2)t 

iVous  avons  déjà  fait  voir  *  comment  l'équaiion  (I)  a  pour  tra- 
duction géonfétrique  lénoncé  suivant: 

Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  svrface  contient,  en  (jr/iéral , 
It's  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  passant 
par  ce  point. 

Montrons  ici  comment  l'équation  (2)  peut  au«?i  se  traduire 
géométriquement. 

Soit  A  la  surface  représentée  par  léqun'inn 

Par  hypothèse,  la  surface  A  est  rapportée  à  trois  axes  choisis 
comme  on  veut,  sous  la  condition  que  laxe  des  z  soit  perpendi- 
culaire à  chacun  des  deux  autres. 

m  étant  un  point  quelconque  de  la  surface  A,  soient  s^,  s,j  les 
deux  sections  faites  en  ce  point,  la  première  par  un  plan  paral- 
lèle aux  zx,  la  deuxième  par  un  plan  parallèle  aux  zij. 

Désignons  par  ^  l'angle  que  fait,  avec  Taxe  des  x,  la  droite  T^ 
assujettie  à  toucher  en  )n  la  section  s^.  On  a  généralement 

(I).     .....        tg  a  =.  C  {X,  y), 

X,  y  étant  les  coordonnées  du  point  m. 

De  là  résulte,  pour  le  cas  où  le  point  m  sort  du  lieu  qu'il  occupe 
en  glissant  sur  la  section  s,j  *, 

('^) «    ==   »/   /"^.y(-r,  y).  eOS*  JE, 

et,  dans  cette  formule,  x  exprime  la  vitesse  de  rotation  avec  la- 
quelle la  tangente  T,  s'écarte  angulairement  de  sa  direction  pri- 
mitive. 

^  Voir  la  note  du  n°  27. 
Lorsqiron  différentic  (Inns  oollo  Itypnilièsp,  on  doit  coiT^idtMvr  la  varialilt^ 
.r  onnimc  «"onsiante. 


(  'irii;  ) 

Soif  g  l'anglo  qiio  fnil  nvoc  l'axo  dos  j/  la  droilc  U,^  assujcllic  h 
tonriior  on  )n  la  soofion  s,^.  En  désignant  par  ë  la  vilosso  do  rola- 
lioii  avoe  laqncllo  la  tangente  U,,  s'éoarto  angulaircmcnl  de  sa  di- 
rcrtion  prinùtivo ,  lorsque  le  point  i/?  sort  du.  lieu  qu'il  occupe  en 
glissant  sur  la  seclion  .s",  ,  on  a  connue  ton!  à  rhoure 

(.") S  ^=  X  f'I  ,(.r,  y),  cos' 6". 

Supposons  que  le  plan,  qui  touche  on  ;/;  la  surface  A,  soit  pa- 
rallèle au  plan  des  xif  et  que  les  vitesses  r,  //  soient  égales.  Les 
angles  a,  ^  s'annulant  tous  les  deux,  les  sections  .s,.,  .s,,  (kniennont 
dos  sections  normales,  et  Ton  voit  aisément  que  régalilé  des  dé- 
rivées secondes  /,",,/ (-r,  '!])•>  f",i,  x  [J^,  y)  implique  comme  consé- 
quence immédiate  la  relation  très-simple 

'i.    =   C. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  sous  le  nom  de  lanyentos  récIprnqHea 
les  tangentes  T,,  U,^ ,  qui  se  déterminent  lune  par  l'autre  d'après 
les  conditions  mentionnées  plus  liaul .  on  a  lénonci'  suivant  : 

Lorsque  deux  taityentes  réciprofjves  sortenl  en  même  temps,  et 
avec  une  éyale  vitesse ,  des  sections  normcdes  qui  les  déterminent , 
leurs  rolations  autour  des  directions  qu'elles  suivait  respeclire- 
inenf  sont  é(jcdes  el  de  si  que  contraire  '. 

58.  Veut-on  procéder  plus  simplement  encore?  Veut-on  établir 
toutes  les  règles  de  la  dilTc-rentiation,  sans  recourir  à  la  mélliode 
des  limiles,  et  sans  emprunter  danire  secours  (pie  celui  de  la 
géométrie  jTlanc?  Voici  comment  la  marche  à  suivre  peut  devenir 
en  même  temps  la  plus  prompte  et  la  ])lus  facile. 

Klahlissons  d'abord  la  règle  générale,  qui  comprend  toutes  les 
autres. 

Soit  z  une  fonclion  composée  ou  complexe,  (h'pendant  à  la  fois 

''  Voir  au  l)OS()iii  l:i  noie  (iii  ii"  ."â.  |!Oiir  lc«;  (•(•iMircissi'nif'nls  qno  <n'l  ('nniic»' 
siiocincl  |i('iil   laisser  ii  dcsiiM^r. 


(  «^"  ) 

de  deux  saiiiibk'.s  X,  i)  cl  icpicbciilcc  [)wv 


;i)- 


l\^,  !J] 


Il  y'agitdc  dclcrniiiicr  lu  dinVrciilii-llc  i  j)oui'  le  cas  i^c lierai  où 
les  deux  graiidctws  x ,  y  ^a^icnl  siiiiullaiicincnl;  l'une  a\cc  la 
vitesse  x ,  l'autre  a\cc  la  NÏtcssc  //. 

Désignons  [)ar  f,  cl  par  /,'  {x,  ij)  la  dillci-eniielle  et  la  dérivée 
qu'on  obtient  en  opérant  sur  1  écpiation  (I)  dans  1  h} jjotlièsc 
//  =  conslanle.  De  là  résidle 


(^-î) 


^'-  [.'{■*--,  y] 


On  a  de  inènic,  en  désignant  i)ar  i,.  cl  par  /!/  [x,  y)  la  dillercu- 
licije  cl  la  dérivée  prises  dans  I  livpotlièse  x=  constante, 

(^) -%  =  .y  /v'(-ï'^  ij)- 

Soient  OX,  OZ  deux  axes  coordonnés.  L'équation  (I)  élanl  rap- 
portée à  ces  axes,  chaque  valeur  attribuée  à  /y  peut  se  combiner 
avec  rensenible  des  valeurs  admissibles  pour  x.  En  opérant  ainsi, 
on  obtient,  pour  chaque  valeur  de  la  variable  ij,  une  ligne  .s  coni- 
[déleiiienl  délinie  de  l'orme  et  de  position. 

Soit  ce'   \in(^  déicrminalion   particulière 
alfectée  par  la  ligne  .s-  et  correspondante  à 
^  '  à  une  valeur  (luelconque  déterminée  de  la 
variable  y. 

Kepréscntons-nous  la  ligne  a  à  l'instant 
_^  précis  où  la  variation  continue  de  la  gran- 
deur ij  la  lait  sortir  (\\\  lieu  ce'  \  Chacun 


Fi,j.  :J6. 


z 


/ 


La  tloiiionsli-atioij  iléveloiipoo  tlaiis  !o  texte  pt  lU  être  reniiilaceo  |.ar  les 
coiisidciatioiis  suivantes,  très-diiecles  cl  tiès-simplcs. 

Soit  une  ligne  s  assujettie  à  rosier  dans  un  plan  P  cl  à  s'y  deiilaceien  cliau- 
yeaiit  de  forme. 

lit'  étant  un  point  .suppose  fixe  .sur  lu  liijne  s ,  désignons  |)ai'  D  ia  tangente 
en  00  point,  et  iiar  n  le  lieu  (juil  occupe  dans  le  plan  P,  à  l"inslanl  (lue  l'on 
considère.  Le  point  m'  sortant ,  [lar  liypolliése,  du  lieu  n  ,  vu  peul  choisir  arbi- 


(  l^«  ) 

des  points  de  la  ligne  6-  peut  être  considéré  comme  sortant  du  lieu 
qu'il  occupe  sur  ce'  en  glissant  le  long  de  l'ordonnée  correspon- 
dante, et  puisque,  dans  ce  glissement,  le  point  quelconque  déter- 
miné par  l'abscisse  x  conserve  cette  même  abscisse,  il  s'ensuit  que 
la  vitesse  de  ce  point  a  pour  expression  générale 

('") ^v  =  y  t'v'i^i  y)' 

Cela  posé,  deux  cas  sont  possibles,  selon  que  la  dérivée  partielle 

Irairement  *  la  direction  suivanl  laquelle  il  est  censé  sortir  de  ce  lieu ,  et  déter- 
miner, en  conséquence,  sa  vitesse  actuelle.  Soit  v'  cette  vitesse  et  w'  la  vitesse 
angulaire  simultanée  avec  laquelle  la  droite  D  tourne  autour  du  point  m'. 

Il  est  visible,  que,  abslraction  faite  du  changement  de  forme  qu'elle  subit,  la 
lignes  [)eut être  considérée  conmie  [larlicipant  tout  entière  au  mouvement  de 
la  droite  D,  c'est-à-dire  comme  tournant  autour  du  point  m'  avec  la  vitesse  «' 
et  comme  glissant  dans  le  plan  P  avec  la  vitesse  c'  rendue  commune  à  tous  ses 
points.  Ct^la  jiosé,  s'il  y  a  changement  de  forme,  il  ne  i)eut  i)Ius  résulter  que 
d'un  déplacement  subi  par  les  difl'érents  points  de  la  ligne  s  par  rapport  à  la 
droite  D ,  cette  droite  étant  regardée  comme  fixe  et  la  ligne  s  comme  assujettie 
à  lui  rester  tangente  au  point  m'. 

Soit  m  un  point  mobile  assujetti  à  décrire  la  ligne  s  avec  la  vitesse  r,  et  sor- 
tant ainsi  du  lieu  n  en  même  temps  que  le  point  »t'.  Désignons  par  u  la  vitesse 
totale  qui  anime  le  point  »i  dans  le  plan  P,  au  sortir  du  lieu  n. 

D'après  ce  ([ui  précède,  il  est  évident  que  la  vitesse  u  résulte  des  deux  cuni- 
posantcs  v,  \',de  la  même  manière  que  si  la  ligne  s  persistait  dans  la  forme 
qu'elle  alfecte  à  l'instant  considéré. 

S'agit-il  maintenant  de  la  directrice  du  point  m  sur  la  ligne  s  ?  Il  est  clair  que , 
sans  altérer  en  rien  le  mouvement  angulaire  de  celte  directrice,  onpeut<o«- 
jours  restreindre  à  la  partie  située  en  avant  du  point  m  le  changement  de 

*  Lorsqu'on  se  donne  une  déterminalion  particulière  de  la  ligne  s  et  un  point  quel- 
conque m'  supposé  fixe  sur  cette  ligne,  toute  droite  fixe,  qui  est  menée  par  le  lieu 
actuel  de  ce  point  et  que  la  ligne  s  ne  cesse  pas  de  rencontrer  au  sortir  du  lieu  qu'elle 
occupe,  peut  être  considérée  comme  fixant,  par  rapport  au  point  m',  la  direction  qu'il 
suit  en  se  déplaçant  avec  la  ligne  s,  à  l'origine  du  changement  qu'elle  subit.  Si  la 
ligne  s  ne  changeait  pas  de  forme  ,  le  choix  de  cette  droite  ne  cesserait  point  pour  cela 
de  rester  arbitraire.  Il  s'ensuivrait  seulement  que  pour  toute  direction  choisie  en  de- 
hors de  celle  qui  correspondrait  à  l'invariabilité  de  forme,  la  ligne  s  devrait  être  con- 
sidérée comme  changeant  en  même  temps  de  forme  et  de  position.  Cette  circonstance 
ne  modifie  en  rien  les  déductions  suivantes. 


(  1^'J  ) 

l'j  (-^J  y)  iK' ik'pt'iul  piib  tic  la  variable  x,  ou  ({u  au  toiilraiic,  cJlc 
en  est  dcpcndaïUo. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  celui  où  la  dérivée  fj  [x,  y) 
ne  dépend  pas  de  la  variable  x.  En  ce  cas,  une  même  vitesse  pa- 
rallèle à  Taxe  OZ  anime,  en  même  tcmi)s,  tous  les  points  de  la 
ligne,  s.  La  conséquence  évidente  est  que  cette  ligne  sort  du 
lieu  ce'  comme  si  elle  était  de  l'orme  invariable  et  qu'elle  se  mût 
par  translation  avec  la  vitesse  z,^  parallèle  à  Taxe  OZ. 

Soit  m  un  point  mobile  sur  la  ligne  6'  et  déterminé  en  position 

l'ormo  subi  par  la  ligne  s.  On  sait,  d'aillours,  que  dans  la  descri|)tion  d'une  ligne 
l>ar  un  point,  la  vitesse  angulaire  de  la  directrice  dépend  de  la  courbure  de  la 
ligne  au  lieu  occupé  par  le  point  décrivant,  et  non  pas  delà  raïudité  plus  ou 
moins  grande  avec  la(|uelle  celte  courbure  varie  dans  le  passage  d'un  lieu  à  un 
autre.  De  là  résultent  inimédialenienl  les  déductions  suivantes  : 

1"  La  forme  affectée  par  la  ligne  s  en  deçà  du  point  m'  peut  être  regardée 
comme  invariable  à  partir  de  l'instant  oii  le  point  m  sort  du  lieu  n. 

2»  Si,  plus  tard,  il  y  a  changement  de  forme  pour  la  partie  de  la  ligne  n 
située  au  delà  du  point  m',  ce  changement  n'a  d'autre  effet  que  de  modilier  la 
rai)idilé  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  la  courbure  varie  sur  la  ligne  s  à 
partir  du  point  m'. 

5"  Lorsque  le  point  »!  sort  du  lieu  n,  la  directrice  de  ce  point  sur  la  lignes- 
tourne,  par  rapport  à  la  droite  D,  avec  la  même  vitesse  que  si  la  ligue  s  persistait 
dans  sa  forme  actuelle. 

4°  En  désignant  cette  vitesse  i)ar  w,  la  vitesse  totale  a  avec  laquelle  la  di- 
rectrice du  point  m  sur  la  ligne  s  tourne  dans  le  plan  P,  au  sortir  du  lieu  ii,  est 
égale  à  la  somme  w  -\-  x'  =  â. 

Les  résultats  qui  précèdent  se  résument  en  un  théorème  susceptible  d'être 
énoncé  comme  il  suit  : 

Lorsqu'une  ligne  de  forme  incessammenl  variable  est  décrite  par  un  point 
mobile,  l'état  de  mouvement  de  ce  point  et  celui  de  sa  directrice  sont  les 
mêmes  que  si  la  ligne  persistait  dans  la  forme  qu'elle  affecte  à  l'instant  que 
l'on  considère,  rien,  d'ailleurs,  n'étant  changé  ni  dans  la  vitesse  du  lieu  oc- 
cupé sur  la  ligne  par  le  point  décrivant,  ni  dans  la  vitesse  angulaire  de  la 
tangente  en  ce  lieu. 

La  partie  de  cette  démonstration  tpii  se  rapporte  à  la  détermination  de  la 
vitesse  totale  w  suflit  pour  ([u'on  puisse  en  déduire  immédiatement  la  relation 
générale  i=ix  -t-iy,  et ,  comme  conséciueuce  de  cette  relation ,  l'égalité  liuale 
à  =  co'  -t-  w.  (Voir  au  besoin  le  texte  du  n"  58  et  la  i»remière  note  du  n"  59.) 


(  1*^0  ) 

par  les  valeurs  attribuccs  ca  iiicjuc  leiiips,  1  Une  à  la  variable  jj , 
l'autre  à  la  variable  x.  Supposons  d'abord  le  point  m  placé  en  n 
sur  la  ligne  ce'.  Lorsque  les  grandeurs  x,  y  varient  siniultané- 
jnent,  la  ligne  s  sort  du  lieu  ce'  en  se  déplaçant  par  translation 
avec  la  vitesse  i^  eonniiune  à  tous  ses  points.  11  suit  de  là  qu'elle 
communique  au  point  m  cette  même  vitesse.  D'un  autre  côté,  le 
point  )it  glisse  sur  la  ligne  .s  comme  si  elle  était  invariable  et  fixe, 
eesl-à-dire  eonnne  si  la  grandeur  //  demeurait  constante.  De  là 
résulte  pour  le  point  m  une  vitesse  i)ropre,  dirigée  suivant  la 
tangente  en  n  à  la  ligne  ce  el  ayant  i)our  composante  parallèle 
à  l'axe  OZ  la  vitesse  i,.  Celte  composante  s'ajoute  à  la  vitesse  ~,^, 
de  manière  à  former  la  vitesse  totale  i  :  on  a  donc,  en  consé- 
(luenee  , 

(j).     .     .     .      i  =  i,  +  Z.J  =  .i-  /■/  [X,  ;j)  -t-  //  /;/  i.r,  ;j). 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  la  déri\ée/y  (x,  >j)  dépend 
de  la  variable  x,  et  désignons  par  m'  le  point  de  la  ligne  s  qui  sort 
du  lieu  n  en  glissant  sur  rordonnée  pu.  En  ce  cas,  la  vitesse  i^  est 
\ariable  avec  x  pour  les  différents  points  de  la  ligne  ce'.  Rien, 
d'ailleurs,  n'est  changé  ni  dans  la  vitesse  i^  avec  laquelle  le  point 
m'  glisse  sur  Tordonnée  pn  au  sortir  du  lieu  n,  ni  dans  la  vitesse 
z,.  avec  la(}uelle  le  point  m  s'écarte  en  même  temps  du  point  m'. 
La  seule  modilication  consiste  en  ce  que  la  directrice  du  point  m 
sur  la  ligne  s,  au  lieu  de  tourner,  comme  dans  le  premier  cas, 
a\  ec  la  vitesse  qui  correspond  à  la  courbure  affectée  en  ii  par  la 
liuiie  ce',  tourne  avec  cette  mcine  vitesse  accrue  ou  diminuée  d'une 
certaine  (piantité  *.  Or,  ici,  il  n'importe  en  rien  que  cette  directrice 
tourne  plus  ou  moins  vite:  cela  n'altère  ni  sa  direction  première, 

■  On  i»eul  se  représenter  la  ligne  ce'  oomiue  glissant,  sans  changer  de 
Ibrinc,  avec  la  vitesse  du  point  m'  sur  l'oidonnée  pn ,  el  conmie  tournant  en 
même  temps  autour  de  ce  point  de  manière  à  ramener  le  point  m  sui  sa  tra- 
jectoire. Cette  rotation  devant  èlre  prise  à  l'inslant  précis  où  le  poinl  m  si)il 
du  lieu  n  et  se  confond,  en  consé([uence,  avec  le  i)oiul  m',  il  est  visible  ((u'elle 
n'altère,  ni  en  direction ,  ni  en  grandeur,  la  vitesse  actuelle  du  point  m  sur  la 
ligne  ce'. 
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ni  la  vitesse  qui  iiiiiine  le  point  wi  suivant  celle  n»èine  direelioi! 
On  a  (lone,  comme  dans  le  premici"  cas, 


[Cl. 


i  =  z,  -^  z^  =  X  f;  {x,  jj)  -f-  >/  /;;  {x,  if.  *. 


Ëtanlilonr.OL'S  trois  droites  i.'araiièles  et  non  situées  dans  un  même  plan, 
prenons  ces  droites  [)Our  lieux  des  points  qui  liéerivent  les  longueurs  substi- 
tuées comme  équivalents  uuiuériciues  aux  grandeurs  x,  xj ,  z.  Soient  a,  b,  c, 
trois  posilious  simultanées  des  points  décrivants  et  P  le  plan  qu'elles  déter- 
minent. Par  hypothèse,  le  point  a  correspond  à  la  grandeur  x,  le  point  b  à 
grandeur  y ,  le  point  c  à  la  giandeur  z.  Sur  la  droite  ca  déterminons  le  point 

fc 
/■par  la  contiilion  ^  =:  fî (x,  y)  et  lirons  la  droite  bf.  Il  est  visible  qu'une 

rotation  établie  autour  de  bf  do,  manière  à  communiquer  au  point  a  la  vitosse 

X  communique  <mi  même  temps  au  point  c  la  vitesse 


Fig.  37. 


{—.  X  =  X.  fx    (x.  Ij) 

af 


Sur  la  droite  cb  déterminons  le 
point  3  par  la  condition  '-'^.  =  f,]  {x ,  y) 
et  tirons  la  droite  ag.  11  est  visible 
qu'une  rotation  établie  autour  de  ag 
de  manière  à  communiquer  au  point 
b  la  vitesse  y,  communique  en  même 
temps  au  point  c  la  vitesse 

gc 


Soit  /  le  point  d'intersection  des  deux  droites  bf,  ag.  Les  rotations  établies 
autour  de  ces  droites  se  composent  eu  une  rotation  unique  établie  autour 
d'une  droite  passant  par  le  point  i  et  communiquant  au  point  c  la  vitesse 
totale 

z  =  :^  -^  z^  =  X  f/  {x ,  g)  -^-  g  /"/  (.r ,  g). 
De  là  résulte,  eu  égard  à  ré<iuation  (G)  du  n«  5S,  lu  coiiclusiou  suivante  : 


Il  existe  un  point  i  complètement  déterminé  par  rapport  aux  points  a  , 
b,  c,  par  les  valeurs  respectives  des  dérivées  partielles  \\'  (x,  y),  fy'(x,  y). 
La  dépendance  établie  entre  les  vitesses  simultanées  x,  y,  i. ,  par  l'équation 

H 
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Pour  élendre  la  règle  exprimée  par  ré({uation  (0)  aux  fonctious 
tjui  comprennent  un  nombre  quelconque  de  variables,  il  suflit  de 
réduire  ce  nombre  à  deux  au  moyen  des  relations  qui  subsistent 
entre  les  variables  données  ou  qu'on  peut  établir  entre  elles 
arbitrairement.  De  là  résulte  la  règle  générale  énoncée  comm<', 
il  suit: 

La  dllférentielle  d'une  fonction  composée  ou  complexe  est  la 
somme  des  différentielles  (ju'on  obtient  en  distinguant  dans  la 
fonction  ses  éléments  variables,  et  en  opérant  successivement  pour 
chaque  élément  distinct  comme  s'il  était  seul  variable,  tandis  que 
tous  les  autres  sont  supposés  constants. 

59.  Sans  rien  changer  à  ce  qui  précède,  nommons 

D  la  tangente  en  m'  à  la  ligne  s, 

a.    l'angle  de  la  droite  D  avec  l'axe  OX  *, 

/,  =:  f  (x,  y),  consiste  essentiellement  en  ce  que  la  caractéristique  du  plan  P 
est  assujettie  à  passer  par  le  point  i. 

Soit  h  le  point  de  la  droite  ah  pour  lequel  on  a  tt  =  -  •  A  cette  valeur  du 

rapport  -  correspond  une  position  particulière  de  la  caractéristique  du  plan 

P.  Cette  position  est  donnée  par  la  droite  M.  On  voit  ainsi  comment  la  carac- 

téristicpie  du  plan  P  tourne  autour  du  point  i,  lorsqu'on  dispose  du  rapport 

%  et  qu'on  le  fait  varier  continiiment. 
V 

La  faculté  qu'on  a  de  disposer  comme  on  veut  les  trois  points  a,  b,  c,  im- 
plique, comme  conséquences,  plusieurs  théorèmes  de  géométrie  qu'il  suffit 
d'indiquer  en  passant. 

*  On  sait  que  pour  chaque  valeur  attribuée  à  y,  la  ligne  s  est  complète- 
ment définie  de  forme  et  de  position.  On  sait  également  que,  pour  chaque 
valeur  attribuée  à  x,  la  position  du  point  m  sur  la  ligne  s  est  entièrement  déter- 
minée. De  là  résulte  nécessairement 

(1) «  =  ?(«,?/)■ 

Soit  il  ce  que  devient  la  vitesse  angulaire  à,  lorsqu'on  suppose  y  =  con- 
stante, c'est-à-dire  lorsque  le  point  m  sort  du  lieu  n  en  glissant  sur  la  ligne 
ce'.  Soit  de  même  %  ce  que  devient  la  vitesse  angulaire  à,  lorsqu'on  suppose 
x=  constante,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  ?»  sort  du  lieu  n  en  glissant  sur 
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s   I  angle  ZOX,  supposé  quelcoïKjuc  . 

I  le  rapport  siii  y.:  sin  (  6"  —  a  ), 

m"  la  projection  du  point  m  sur  la  ligne  te  ,  cette  |)rojection  étant 
faite  par  une  droite  parallèle  à  l'axe  OZ. 

De  même  qu'en  se  séparant  du  i)oiiit  ti ,  le  point  m"  détermine 
la  direction  première  de  la  tangente  D,  de  même  en  s'éearlant 
l'un  de  l'autre  au  sortir  du  lieu  n  les  points  m,  m'  déterminent 
la  vitesse  angulaire  de  cette  même  tangente  à  l'origine  de  son 
déplacement. 

Soit  n'  un  point  pris  sur  la  dioite  D,  alors  que  celte  droite 
„.     „,,  touche  en  n  la  ligne  ce.  Tirons  l'ordon- 

nec  ])  n  et  désignons  par  /a  un  pomt 
mobile  assujetti  à  rester  en  même  temps 
sur  cette  ordonnée  et  sur  la  droite  D. 

Plaçons-nous  à  l'instant  précis  où  la 
droite  D  sort  du  lieu  ««' et  représentons 
~/»  "^    ^  par  II  l'excès  de  la  vitesse  du  point  /u  sur 

celle  du  point  m'.  Il  est  visible  que  la  rotation  de  la  droite  D 

l'ordonnée  pu.  Apiiliquée  à  l'équation  (1),  la  règle  du  n"  58  donne  immédia- 
tement 

(2) X  =  dr    -\-   x^ 

L'équation  (2)  exprime  qu'à  l'instant  précis  où  le  point  m  sort  du  lieu  n  . 
la  directrice  du  point  m  sur  sa  trajectoire  tourne  comme  si  la  ligne  s  con- 
servait sa  forme  actuelle  ce'  et  tournait  avec  la  vitesse  angulaire  ày.  Ce  ré- 
sultat peut  s'établir  à  priori  par  des  considérations  très- simples.  En  efifet, 
puisque  le  changement  de  forme  est  soumis,  par  hypothèse ,  à  la  loi  de  con- 
tinuité, il  serait  absurde  de  supposer  que  la  rotation  de  la  directrice  du  point 
m  sur  la  ligne  s  put  être,  par  rapport  à  cette  ligne,  moindi'e  ou  plus  grande 
que  le  comporte  la  courbure  actuelle  au  point  n.  On  voit  ainsi  que  l'équa- 
tion (2)  subsiste  nécessairement,  la  ligne  s  pouvant  être  considérée  comme 
invariable  de  forme,  et  dès  lors  comme  n'ayant  d'autre  mouvement  angu- 
laiie  que  celui  qui  correspond  à  son  déplacement  et  qui  commence  avec;  la 
vitesse  à,j. 

II  est  aisé  de  voir  comment  les  déductions  du  n"  ."8  conduisent  directe- 
ment à  la  Ihcoiicdes  enveloppes,  comment  aussi  rexlejision  (|u'elles  comiior- 
lenl  jtermet  de  les  [irendre  pour  base  du  calcul  des  variations.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  ces  applications 
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autour  du  poiiil  m'  est  précisément  la  iiièmc  que  si  ce  ])oiiit  de- 
meurait en  H  et  que  le  point  ^  sortît  du  lieu  n'  en  glissant  sur 
l'ordonnée  p' n'  avec  la  vitesse  ti.  Or,  dans  celte  hypothèse,  on  a 

(I) p')i'  =  ]>n  •♦   jrp' .  I. 

Il  virnt  donc,  en  difTérenliant  |)ar  rapport  à  p'ii'  et  à  t, 

V  =  pp'j. 

Soit  i;  la  vitesse  effective  du  point  (x.  au  sortir  du  lieu  m',  celle 
du  point  m',  au  sortir  du  lieu  n,  étant  représentée  par  Zy,  on  a, 
comme  conséquence  des  données  précédentes, 

(2) C  =  i„  -^-   pp'.'t. 

L'équation  (2)  subsiste  en  même  temps  pour  tous  les  points  de 
la  droite  ntt'.  Il  sensuit  que  si  l'on  veut  déterminer  la  vitesse  avec 
laquelle  la  grandeur  U  varie  dans  le  passage  d'un  point  à  \in  autre 
sur  la  droite  mi',  il  suflit  de  différentier  en  considérant  les  deux 
vitesses  z^  et  i  comme  constantes,  et  en  prenant  pour  différen- 
tielle de  la  quantité  variable  ])p'  la  vitesse  •*"  avec  laquelle  l'or- 
donnée ])'n'  s'écai'te  de  lordonnée  ])h  en  glissant  sur  l'axe  OX. 
De  là  résulte  innnédiatemcnt 

(5) IL=  X.  i. 


Veut-on  applique!'  léqualion  (5)  à  la  détermination  de  la  vi- 
tesse angulaire  qui  anime  la  droite  mm'  à  l'origine  de  son  déj)la- 
cement,  lorsque  les  points  m, m'  sortent  en  même  temps  du 
lieu  nt  Tout  se  réduit  à  poser 

V  =  Zy  =  y  f;{x,  y). 
Ce  qui  lionne,  dalionl, 

(^0 Il  ^  ih^ [l.[^,  y)  ' ^ 

Le  syiiibulc  l"tj,i{x,  y  )  oxpriiuc  le  icsullal  di'  deux  (torivations  l'ailos 
succcssivenienl ,  la  |iremioro  par  lapport  à  la  variabli'  //.  la  sccondo  pai'  rap- 


(  J05  ) 
cl,  ensuite,  eu  égjircl  aux  égalités  (3)  c'l(4), 

Cela  pos(',  observons  que  la  quantité  /  a  pour  expression  géné- 
rale le  rapport  de  la  vitesse  z^  =  x  fl  {x ,  y)  à  la  vitesse  x.  On  peut 
donc  cerire  généralement 

f:{x,y)^  t. 

De  là  résulte,  en  différenliant,  dans  riivpotlièse  .r  =  constanle, 

(6) ÙH.yix,  y)  =  t- 

La  eoniparaison  des  équations  (a)  et  (6)  conduit  immédiatement 
à  la  relation  finale 

n,y{^,y)  =  f'I.A^,  y)- 

On  voit  ainsi  que,  dans  le  cas  de  deux  dérivations  laites  sueees- 
siveraent  par  rapport  à  deux  variables,  le  résultat  définitif  est 
indépendant  de  l'ordre  suivi  dans  ees  dérivations.  Cette  eonsé- 
(juente  s'étend  delle-méme  à  un  nombi-e  quelconque  de  dériva- 
tions successives  faites  sur  une  même  fonction  de  w  variables.  De 
là  le  pi  incipe  général  énoncé  comme  il  suit  : 

Quel  (jiie  suit  Vorilre  dans  lequel  on  effectue  plusieurs  dériva- 
tions successives,  si  l  ordre  seul  change  et  que  toutes  cuoses 
SOIENT  ÉGALES  d'ailleurs,  le  résultat  définitif  reste  toujours  le 
même. 

40.  Revenons  à  la  règle  générale  du  n"  (58).  Elle  implique, 
comme  cas  particulier,  la  règle  suivante  : 

La  différentielle  d'un  produit  est  la  somme  des  résultats  cpi'on 
obtient  en  substituant  successivement  à  chaque  facteur  sa  propre 
différentielle. 

port  à  la  variable  x.  Ou  poul  voir,  à  la  lin  du  u"  55,  quelles  sout  les  couven- 
lious  adoptées  pour  re[>ré6euler, eu  général,  les  dérivées  successives  et  par- 
tielles d'une  même  l'onclion  à  plusieurs  variables. 


(  m  ) 

Partant  de  là  et  opérant  comme  nous  lavons  l'ait  à  partir  du 
n°  10,  on  établit  sans  la  moindre  diflicullé  toutes  les  règles  dont 
on  a  besoin  pour  la  différentiation  des  fonctions  élémentaires  el 
des  fonctions  composées. 

Il  n'échappera  point  au  lecteur,  déjà  initié  aux  divers  procédés 
d'exposition  de  l'analyse  transcendante,  qu'en  suivant  la  marche 
tracée  par  nous  en  dernier  lieu ,  notre  méthode  réunit  tous  les 
avantages  que  les  autres  peuvent  offrir  séparément.  Au  point  de 
vue  de  la  rigueur,  elle  ne  le  cède  en  rien  à  la  méthode  des  limites  ; 
au  point  de  vue  de  la  simplicité,  elle  égale  au  moins  la  méthode 
des  infiniment  petits.  Suffisante  par  elle  seule,  elle  offre  toutes  les 
ressources  nécessaires;  on  peut  d'ailleurs  la  combiner  avec  les 
méthodes  connues,  de  manière  à  les  compléter  en  leur  donnant 
ce  qui  leur  manque  :  à  l'une  la  lumière  et  la  fécondité,  à  l'autre  la 
netteté  et  la  certitude  géométriques.  Les  applications  ultérieures 
montreront  mieux  encore  l'indépendance  absolue  et  la  supério- 
rité relative  de  la  conception  fondamentale  sur  laquelle  nous 
faisons  reposer  tous  les  dévclo])pemcnts  de  l'analyse  trans- 
cendante. 
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